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linear combinations of two P ster forms over the function “eld of a
projective quadric. More precisely we discussthe connectionbetween
this problem and some conjectureson a eld that appearsin the
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1. Intr oduction

Soit F un corps commutatif de caract@ristique di®§rerte de 2. Dans ce papier
on s'int@resseau problpme suivant:

Pr obl gme 1.1 Pour ' une F-forme quadmatique anisotrope de dimension ,
2, queles sont les F -formes quadmtiques A pour lesqueles' devient isotrope
sur F(A) le corps desfonctions de la quadrique projective d'§quation A = 0?

Une n-forme de P ster est une forme de type hl;j a;i - ¢¢¢- hil;j a,i avec
a;; ¢¢¢;a, 2 F7, qu'on note hhay; ¢¢¢; ayii . Une O-forme de P ster est une
forme de dimension 1. Fixons quelquesnotations:

Not ations 1.2 Pour n;m , 0 deuxentiers, on note:

1. P, (F) I'ensembledesn-formes de P ster et GP,(F) = F°P,(F).
2. (Ph(F)°=f¥8jhi ? 22 P,(F)g et (GP,(F))°= F*(P,(F))°
3. Lnm (F) = f%? ¢ j %2 GPL(F); ¢ 2 GPn(F)g.

4. (Lam (F)°= %2 ¢j¥a2 (GPn(F))% ¢ 2 (GPm (F))%.
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Une forme quadratique A est dite une sous-formede' et on note A %' s'il
existe une forme quadratique » telle que' 2 A ? » ou 2 et ? dfsignen
respectivemen l'isométrie et la sommeorthogonale desformes quadratiques.

Le but de ce papier est d'&tudier le problgme pr@dédert lorsque’' 2 L, (F)
ou (Lnm (F))% En g8rral, il esttrpsditcile de faire celade fason complate.
En cequi concernelesformesde L., (F), notre strat§gie consistep assaier g
une forme' 2 Lnm (F) un corps F: qui apparat dansla tour de d§ploiemen
g&nBrique d'une forme li®ep ' . Le corps F: est indgpendart de I'§criture
de' et quela forme' g, deviert une sous-formed'une forme de GPy .1 (Fz)
(propositions 2.2, 2.7). On conjecture que ' g, est anisotrope et on fait le lien
avec d'autres conjectures(propositions 2.12, 2.16). On va discuter de manigre
g®nBrale cesconjectureset ceenr§pondarnt au problgme1.1 dgsque cesconjec-
tures sort vEri §es(th®omme 2.19). Entre autre, on §tudie de manigre r§elle
l'isotropie d'une forme de Ly.1(F) et d'une forme de L., (F) qui est divisible
par une (mj 1)-forme de P ster, et cette §tude est plus dtaill§elorsquen = 3
et m = 2. Pour ce qui est de l'isotropie d'une forme de (L n.m (F))% I'§tude
seramgnesouwent g celle d'une forme de L., (F) qui la contient (proposition
3.2). Mais, en g§nral, l'isotropie des formes de (L,m (F))° reste plus com-
pligu®e que celle desformesde L., (F). On selimite g §tudier l'isotropie de
certainesformesde (Lnm (F))®avecn, 3etm= 1;2.

Rappelons que dans la proposition 2.16 et les th§ommes2.19, 4.1 on suppose
dans certains casque F est de caractgristique 0. Cela est d0 au fait qu'on se
basesur desr§sultats d'Orlov-Vishik-V oevodsky [31] qui sort §tablis en cette
caract@ristique. Plus pr@ci®mert, par [3§ et [31, Theorem 2.1] on dgduit qu'on
a le r@sultat suivant:

(R1) Pour m , n, let%2 GP,F, onaKer(H™F j! H"TF(%) =
e"(YYEHMI "F

oy €" est le n-ipme invariant d'Arason et H"F est le n-ipme groupe de co-
homologie galoisiennep coexcients dans Z=2 (voir la section 4 pour plus de
d@tails sur l'invariant €"). Aussi par [38] et [31, Theorem 2.10] on a un autre
résultat:

(R2) Pour h2 H"F non nul, il existe K=F une extensiontelle quehyk soit un
symiole non nul

ou un symbole d&signeun §lfmert de H"F detype (a;) ¢::: ¢(a,) avec(a) est
la classede a; 2 F® dansH'F et ¢estle cup-produit. Comme congquencedu
r@sultat (R2) on obtient:

(R3) Pour ' dedimension> 2", onaKer(H"F j! H"F(')) = f0g.
Aussi on mertionne un autre r§sultat important [18, n de la page 166], [30]:
(R4) Pour n, 0, € induit un isomorphismeentre |"F=I"*"1F et H"F.

Lorsque la caract@ristique n'est pas n§cessairemenO, les r§sultats (R1), (R3)
et (R4) sort vrais comme sulit:
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1. Le r@sultat (R1) estvrai pour m - 4: Arason [1] pour m = 2; 3; Kahn-
Rost-Sujatha [17, Corollary 2] pour m = 4 et n = 3; Kahn-Sujatha [19,
Theorem 2] pour m = 4etn = 2.

2. Le r§sultat (R3) estvrai pour n - 4: Arason [1] pour n - 3; Kahn-Rost-
Sujatha [17, Corollary 2] pour n = 4.

3. Ler@sultat (R4) estvrai pourn - 4: Evident pour n = 0; Par la th§oriede
Kummer pour n = 1; Merkur'ev [28] pour n = 2; Merkur'ev-Suslin/Rost
[29], [33] pour n = 3; Rost (non publi§) et Szyjewski[37] pour n = 4.

On dit gu'une forme ' estvoisine s'il existe une n-forme de P ster Yatelle que
dim' > 2"i L eta%® ' ? »pour certainsa 2 F° et » une forme quadratique.
Dans ce cas, les formes Yaet » sort uniques, et pour toute extension de corps
K=F onaque' ¢ estisotrope si et seulemen si ¥, I'est aussi. La forme » est
appel§ela forme compl§mentaire de ' .

Si' estvoisinede %2 P, F, enparticulier si' 2 Ln.qo(F), alorspar le thomme
de la sous-forme(th @orgme 1.4) on r§pond au problgme 1.1 de fagon complpte:

' F(A) estisotrope , Y& () estisotrope )
, aAY¥Yipouruncertaina2 F”

Ainsi pour la suite de ce papier et dans le casdesformesde Ln.m (F), on va

considgrer uniqguemert cellesde Lm (F) avecm | 1.

L'isotropie d'une forme de L1.1(F) a §t® $tudi®e par Leep [27] et Shapiro [35];
I'isotropie d'une forme deL,.;(F) a $t§ $tudi®e par Ho®mann[7] et Izhboldin-
Karpenko [13]; l'isotropie d'une forme de L,.»(F) a ®t® ®tudi®e par l'auteur
[22], [23].

Plus génralemen, le problgmepr&diden a §t§ aussi§tudi® par Ho®mannpour
une forme de dimension 5 [6]; par Leep [27] et Merkur'ev [26] pour une forme
d'Alb ert (c'est-p-dire une forme de dimension 6 et de discriminant p signej 1);
par l'auteur [24] et I1zhboldin-Karp enko [12] pour desformes de dimension 6
qui ne sort pas nBcessairemeindans L,.1(F); par l'auteur pour une forme de
dimension8 et de discriminant g signel mais qui n'est pasn§cessairemendans
L,.2(F), et pour certainesformesde dimension 7.

Si K=F est une extension de corps, alors on notera W (K =F) le noyau de
I'homomorphisme W(F) j! W (K) induit par l'inclusion F % K. Pour deux
formes' ; et',, onnote' ;1 » ", si'1 ? j', esthyperbolique. On dit
que' ; et' , sort senblablessi' ; 2 a' , pour un certain scalairea2 F°. La
partie anisotrope’ 5, d'une forme quadratique ' estl'unique forme quadratique
anisotrope telle que' » ' 4,. Ondit que' estdivisible par Asiona' 2 A- %
pour une certaine forme quadratique Y2

On d@signepar C(' ) (resp. Co(' )) l'algpbrede Cli®ord de' (resp. l'alggbrede
Cli®ord paire de' ). L'invariant de Cli®ord de' estd§sigr par c(' ). On note
De(")=fa2F"9x 2 V;' (x) = ag ou V est I'espacevectoriel sous-jacen g
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",etGe(')=fa2 F%a 2'g. Onrappelle que De (¥9 = Gg (%) pour toute
forme de P ster Yzet on dit que dans ce cas que Ysest multiplicative.

Pour A une F-alggbre simple certrale de dimension nie, on d§signepar ind A
l'indice de Schur de A.

Les deux th§ommessuivants serort utilis §s de manigre fr§quente. On y fera
r§frencerespectivemert par lesnoms\Hauptsatz" et \le th§orgmede la sous-
forme".

Th 8or pme 1.3. (Arason-Pster) Si' 2 I"F anisotrope, alors dim' , 2",

Th 8or pme 1.4. (Cassels—P_stgr) Soient ' et A deux formes quadmtiques
anisotropes telles que 1 2 Dg (A) et que' g () soit hyperbolique. Alors, pour
tout ®2 De (") ona ®A %' . En particulier, dim' , dimA.

B

2. Les formes quadra tiqgues de Lnm (F)
Le long de cette sa:téon on va xer les notations suivantes:
3 Y22 Po(F), ¢ 2 Py (F) aven, m, 1

"= a¥? be2 Lom (F) avee a;b2 F°
2 T =W? ¢

Yo = ¥4? ab¥2 Ppat (F):

(®)

Faisonsremarquer qu'avecla multiplicativit § d'une forme de P ster, on dgduit
quesi' estanisotrope alors ¥ est aussianisotrope.

2.1. Quelques r 8sultats pr 8liminaires. Par la th®orieggn@riqgue de Kneb-
usch [20], [21], on assaie g une forme quadratique ' non nulle une suite
de formes quadratiques et d'extensions de F, appel§ela tour de d§ploiement
g8nBrique de' , de la manipre suivante:

Fo=F; "0="an
et pour n, 1, ond§ nit par r§currence
Fn=Fn1(nj1) e " n= (" nirF)an:

La hauteur de ', not§e h(' ), estle plus petit ertier h tel que dim' - 1.
Pour j 2 f0;¢¢¢; hg, on note ij (" ) l'indice de Witt de' ;. Ona0- io(") <
¢ee< in(' ). On appelle (io(" );¢¢¢;in (")) la suite desindices de d§ploiement
de' (splitting patterns [10Q]), et (* o; ¢¢¢;"' ) (resp. (Fo; ¢¢¢; Fy)) la suite des
noyaux (resp. la suite des extensiong de la tour de d§ploiemen g§n§rique
de'. Sidim' est paire, alors' ,; 1 est senblable g une forme de P ster
Y2 P4Fn; 1 qu'on appelle la forme dominante de' (Knebusch [20, Theorem
5.8] et Wadsworth [39]). L'entier d s'appelle le deg§ de' , qu'on note deq(' ).

Lorsquedim' estimpaire, on dit que' estde deg® 0. Le corps Fy, s'appelle
le corps de d§ploiement g@nirique de ' .

On commencepar rappeler un r§sultat.
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Pr oposition 2.1 (Elman-Lam [3, 4.5], Kahn [15, Remarque,Page61]) Soient
Y2 PaF, ¢ 2 PnF anisotropeset a;b2 F°. Soiti le plus grand entier tel que
Yset ¢ soient divisibles par une i-forme de P ster. Alors, iy (a%? b¢) = 0
ou 2'. De plus, si iw(a¥%? b¢) = 2" alors il existe %2 PiF, 1 2 Py, iF et
©2Pm;iF tellesque¥2 Y2 1 et ¢ 2 Y2 ©,

La proposition suivante est lie au d§ploiemen ggnrique de " .

Pr oposition 2.2 On garde les mémes notations que dans (8). Soient
(Fido.i- n¢y (resp. (i;("))o. j. n¢)) la suite des extensions de la tour de
dploiement ginriqgue de ~ (resp. la suite desindices de d§ploiementde “).
Alors:

(1) Il existe2 2 f0; ¢e¢; h(")g tel quei=(") = 2m.

(2) Pour 2 2 f0; ¢¢¢; h(" )g comme dans I'assertion (1), on a:

(i) a' . Y2 (Y)r.,

(i) Siiw(")=2m1 alors2= 1c'est-p-dire F- = F("an),

(i) Siiw(")=2M, alors2= 0 c'est-p-dire F- = F.

(iv) Sin> m, alors I'extension F:(¥)=F (%) esttransendante pure.

D&monstration. (1) Voir [11, Theorem 2.8].

(2)(1)) Puisquei:(") = 2™, on d®duit que ¢, Y2 %, . Ainsi, a' r, %2 (Y)F. .

(i) Il existe¥s2 Py 1F,* = 109 Hj 2 Pni m+1 F etd2 F° tels que¥a2 ¥
et ¢ 2 % hljdi. Ona a = % (192 Hdi). Commeiw ("¢ ,,)) estune
puissancede 2 (proposition 2.1) strictement supBrieurep2™i 1, onai (") = 2™.
Ainsi, 2 = 1 c'est-g-dire F = F (" an).

(iii) Evident.

(iv) On a gy » (i é)ry. Par le thBomme de la sous-forme, ¢ (1, est
anisotrope, et donc ("ry)an 2 (i &)Fy. Ainsi, iw((Fey) = 201, 2™ =
i-("). D'aprps[20, Remark 5.5] on a que F:(¥)=F (%) est transcendarte pure.

Remar que 2.3, Avec les notations de la proposition 2.2 et lorsquen = m,
le corps F: n'est autre que le corps de d§ploiement g§nirique de ~ c'est-g-dire
2=h(").

D#finition 2.4 ([21, De nition 7.7]) Toute forme de dimension - 1 est dite
exellente. Une forme ' de dimension, 2 estdite exellente si elle est voisine
et sa forme comp@mentaire est exellente.

La condition iy (") = 2™ peut &tre vue autremert:

Pr oposition 2.5, On garde les m&mesnotations que dans (&) et on suppse
que' estanisotrope. On a §quivalene entre:

(1) ' estune voisine d'une (n + 1)-forme de P ster,

(2) ' estdivisible par une m-forme de P ster,

(3) ' estexellente.

4) ¢ %Y

D®monstration. Lesimplications (3) =) (1) et (4) =) (2) sort §vidertes.
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(1) =) (4) Puisquea¥s? Ho estune voisine de ¥ contenue dans' , on d&duit
que’ estune voisine de %. Par multiplicativit §a' Y2 %. Ainsi, ¢ 2V

(2) =) (3) Soit %22 Py (F) divisant ' . Alors, a% @y » i bé @y puisque
"F@ » 0. Sin> m onobtient Y&y » éry » 0. Ainsi, Y22 ¢ et Y,y » 0.
Soit, 2 Py, m(F) tel que %2 ¢- . Ona' 2 ;- (a, ? hb) qui estbien
une forme excellerie. Sin = m on obtient que' 2 GP,41 (F) qui est aussi
excellerte.

D#finition  2.6. (1) Deux corps K et L contenant F sont dits F-§quivalents
(au sensde Knebusch) s'il existe une F-place de I'un vers l'autr e et inverse-
ment.

(2) Deux suites croissantesde corps (Fg = F;:::;F;) et (Go = F;:::;Gsg)
sont dites F -§quivalentessi:

@i r=s,

(i) Pourtouti 2 f0;:::;rglescorps F; et G; sont F-§quivalents.

La proposition suivante seradgmortr §e au d§but de la section 5.

Pr oposition 2.7. On garde les m&mes notations que dans (2). Soient 3 2
PnF, %2 P,F etc;d2 F" de sorte que

"2 c3? dYa

soit une autre §criture de ' . Soient+ = 3 ? j Yet (Fi; i)o. i. n") (resp.
(Gii%)o. i- nx)) la tour de d@ploiement gfnirique de ~ (resp. la tour de
d¥ploiement gnBrique de ). Soit 2 2 f0; ¢¢¢; h(")g (resp. © 2 f0; ¢¢¢; h(x)g)
tel queiw (k) = 2™ (resp. iw (3. ) = 2M).

(1) Sin> m, alorslessuites(Fo;::: ;Fz) et (Go;::: ;Go) sont F-§quivalentes.
En particulier, 2 = ° et lescorps F: et Go sont F-&quivalents.

(2) Sin=m, alors les corps F: et Go sont aussi F-§quivalents.

Ainsi, p F-®quivalene prpgs, le corps F: ne d§pend pas de I'@criture de ' .

Dé&finition 2.8 Avec les mémesnotations et hypothgsesque dans la proposi-
tion 2.2, on appelle F: le corps de voisinagede ' .

2.2. Isotr opie des formes quadra tigues de Lnm (F). Soiert ' comme
dans (o) et F: son corps de voisinage. Comme on va le voir l'isotropie de'
estli§ep la question de savoir si' g, reste anisotrope lorsque' est anisotrope.
Sur cette question on posela conjecture suivante:

Conjecture  2.9. On garde les m&mesnotations que dans (&) et on suppse
que' est anisotrope. Soit F: le corps de voisinagede ' . Alors, (Y4)r. est
anisotrope. En particulier, ¥ 62W (F:=F).

De manigre §quivalente, la conjecture dit que ' f. est anisotrope du fait que
a' r. 2 (Y)r. et 2dim' > dim Y.

Plus g&nBralemen sur l'ensenble P, F \ W(F:=F) on posela conjecture
suivante:
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Conjecture  2.10 Avec les mémes hypothgsesque dans la conjecture 2.9 et
pour ¥22 Py (F), on(a:
152 W (F2=F) | = 1/4'{ r1/4fi1vecr 22Dp(i ) s? n>m

2?2 i (?®)21"™F pour ®2 F® sin=m.

Dansla proposition qui suit on mentionne quelquesinclusionsqui sort toujours
vraies dansla conjecture 2.10.

Pr oposition 2.11 Avec les mémesnotations que dans (g), on a:
Q) %2 r¥jr 2 De (i ¢)9%Prsi F\ W(F=F).
(2) Sin>m, alors Phs1 F\ W(F:=F) %L f%? r¥%jr 2 F°g.
(8) Sin=m, alors
fY2 PhaFj%? i (2 ®)21"2F, ®2 F°g%Pha F\ W(F:=F):
D®monstration. (1) Sir 2 De(j ¢), alorson a:
TR0 » Ya? R0 re?

» Wa? i ? ¢? 1Y

» Ya? rva2 |1"F:
Puisquedim(" g, )an = 2"§ 2™, onadim((" ? r')g)an - 21§ 2™*1 . Parle
Hauptsatz , on d§duit que ¥2? r¥2 W (F:=F).
(2) Si %2 Pn+1 F\ W(F.=F), alors %, , » 0. Par la proposition 2.2(iv) on a
que F:(¥)=F(¥) esttranscendarte pure, et donc % (v, » 0. D'op le r§sultat.
(3) C'est une congquencedu Hauptsatz et du fait que” ¢, » 0 (remarque 2.3).
Pr oposition 2.12 La conjecture 2.10 implique la conjecture 2.9.
Voici quelquescasoy la conjecture 2.10 est vEri §e:
Pr oposition 2.13 La conjecture 2.10 estvraie si iy (") 2 f2™;2Mi 1g.
Comme un corollaire imm#diat on a:
Cor ollaire  2.14 La conjecture 2.10 estvraie pour ' 2 Ln.1(F).

En caractristique O lorsquen , 4 et avecle r§sultat (R4) la conjecture 2.9 dit
de manigre §quivalente que €"** (Yp) 62H"*! (F.=F). Plus g§nBralemeri, on
poseune conjecture sur le noyau H"** (F.=F):

Conjecture  2.15 Avec les m&meshypothgsesque dans la conjecture 2.9, on
a. (

HO* (Fpy= (€ (AN Ir2De(y)g sin>m
e (") CH'F sin=m.

Entre les conjectures2.10 et 2.150n a les liens suivants:

Pr oposition 2.16. On suppse que F est de caract§ristique O lorsquen , 4.
On a:

(1) Si n> m, alors les conjectures 2.10 et 2.15 sont §quivalentes.

(2) Si n = m, alors la conjecture 2.15 implique la conjecture 2.10.
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Th 8or gme 2.17. La conjecture 2.15 est vraie dans les cas suivants:

D n=m- 2

(2) iw() 2 f2mi 1:2Mg en suppsant que F est de caract§ristique O lorsque
(n>metn, Hou(n=m, detiw()=2"1).

5

D&monstration. (1) La conjecture a $t& prouvge dans[1] lorsque(n = m = 1)

et(n=m= 2aveciw (") = 2); etdans[32 lorsquen = m = 2aveciw (") = 1

(en fait dans ce dernier casla conjecture se dgduit de [32] comme cela est fait

dans[22, Corollaire 6]).

(2) () Sin> metiw (") 2 f2m;2Mi 1g, alors la conjecture est une congquence
de la proposition 2.16(1) et la proposition 2.13.

(i) Sin=metiw(")= 2", alorsla conjecture est §viderte car * » 0 et donc
F-=F.

(i) Sin=metiw()=2"1 alors i, 2 GP,F et par la proposition 2.2
F: = F("an). La conjecture est une congiquencedu r@sultat (R1).

On combine les propositions 2.13, 2.16 et le th§omrme 2.17 pour obtenir:

Cor ollaire  2.18 La conjecture 2.10 est vraie dans les cas suivants:

D n=m- 2

(2 iw () 2 f2mi 1:2mg en supmsant que F est de caract@ristique 0 lorsque
(n>metn, Hou(n=m, detiyw()=2"1),

Maintenant on §nonce nos principaux r$sultats sur l'isotropie d'une forme
guadratique de L., (F). Dans le th§omme suivant et lorsquen = m , 4
on supposeque F est de caract§ristique 0.

Th 8or gme 2.19. Soit ' comme dans (8) et qu'on suppse anisotrope et soit
A une forme quadmtique de dimension , 2"*1. On suppse que la conjecture
2.10 estvraie pour ' lorsquen > m, et quela conjecture 2.15 est vraie pour '
lorsquen = m. On a:

(1) SidimA> 2"*1 alors' (s estanisotrope.

(2) Sin> m etdimA = 2"*1 | alors on a §quivalene entre:

® ‘f (A) estisotrope,

(i) A estvoisine d'une (n + 1)-forme de P ster dont' contient une voisine.
() Sin=m, dmA = 2"*1 ave F de caract@ristique O lorsquen , 4, alors
on a §quivalene entre:

0] " F(A) est isotrope,

(i) A estvoisine d'une (n + 1)-forme de P ster dont' contient une voisine,
ou' ? ®A 2 1"*2F pour un certain ®2 F*,

Le corollaire suivant sed§duit du thomme?2.19 et du corollaire 2.14.

Cor ollaire  2.20. Soientn , 2 un entier et' 2 L,.1(F) anisotrope. Soit A
une forme quadmtique de dimension 2"*1 . Alors, on a §quivalene entre:

Q) ' F(A) est isotrope;

(2) A estvoisine d'une (n + 1)-forme de P ster dont' contient une voisine.

Comme dans le corollaire 2.20 et lorsquen = 3, on obtient:
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Cor ollaire  2.21 Soit ' 2 Ls.1(F) anisotrope et A une forme quadmatique
tellequell. dimA . 16. On supmseque' nest pasvoisine etind Co(A) - 2
lorsquedim A = 11. Alors, on a §quivalene entre:

Q) ' F(A) est isotrope;

(2) A estvoisine d'une 4-forme de P ster dont' contient une voisine.

On introduit les notations suivantes:

Not ations 2.22 Soientn, m , 1 deuxentiers. A un entier | tel quem |,
I, O, on assaie les ensemblessuivants:

1. Lnm (F) estl'ensemblesdesformes ®/4? = ¢, anisotropesavee ®;, 2 F°,
Y42 PhF, ¢ 2 PnF etiw (%2 i ¢) = 2.

2. (Lami (F))° estl'ensembledesformes @/ ? ~ ¢ anisotropes avec ®, 2
F° Y= hli ? Y82 PoF, ¢ = hli ? ¢02 P F etiw (%2 i ¢) = 2.

Pour le casdesformesde L.m:m ; 1(F), on combine la proposition 2.13 et les
th§ommes2.17, 2.19 pour obtenir:

Cor ollaire  2.23 Soit ' 2 Lpmm ; 1(F) anisotrope et soit A une forme
quadratique de dimension 2"*1 . Alors on a:

(1) Si n> m, alors on a §quivalene entre:

® ' F(A) est isotrope,

(i) A estvoisine d'une (n + 1)-forme de P ster dont' contient une voisine.

(2) Sin= m etF estde caract§ristique O lorsquen , 4, alors on a §quivalene
entre:

0] " F(A) est isotrope,

(i) A estvoisine d'une (n + 1)-forme de P ster dont' contient une voisine,
ou' ? ®A 2 I1"*2F pour un certain ®2 F=.

Pour le casdesformesde L3.2.1(F) on obtient:

Th 8or gme 2.24. On garde les mémesnotations quedans (=). On supmseque
2 L3.21(F) estanisotrope mais non voisine. Soit A une forme quadmatique

telle que1l- dimA .- 16.

(1) SidimA , 13 alors on a §quivalene entre:

0] " F(A) est isotrope,

(i) A estvoisine d'une 4-forme de P ster dont' contient une voisine.

(2) SidimA = 12, alors on a §quivalene entre:

® " F(A) est isotrope,

(i) A est voisine d'une 4-forme de P ster dont ' contient une voisine ou il

existec2 F®, r 2 D (¢) telsqueab¥?  A? ¢ ? r¥%2 | °F.

(3) SidimA = 11 etind Co(A) - 2, alors on a §quivalene entre:

(i) " F(a) estisotrope,

(i) ' £ (a0 estisotrope op A°= A ? hj dgAi.

3. Les formes quadra tiques de (Lnm (F))°

Voici certains casop l'isotropie d'une forme' 2 (L.m (F))° a §t8 §tudie:
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1. Sim= 1,alors' gPg 2 GPnF(IO u) pour un certain u 2 F°. Dansce
cas,l'isotropie de' a §t§ $tudi®e par Ho®mann|[9].

2.Sin = m = 2, alors l'isotropie de ' a $t§ $tudife par Ho®mann [7],
l'auteur [24] et I1zhboldin-Karp enko [12], [13].

Lemme 3.1 ([8, Lemma 3]) Soient' et A desformes quadmtiques telles que
Av' etdimA, dim' j iw(')+ 1. Alors, A estisotrope.

La proposition suivante prciseque dans certains casl'isotropie d'une forme de
(Lnm (F))° seramgneg celle d'une forme de L . (F) qui la cortient.

Pr oposition 3.2, Soient' 2 (Lomi (F))%et' 2 Lomi (F) qui contient ' ©
comme une sous-forme. Si | | 2, alors pour toute extensionde corps K=F on
a' g isotrope si et seulementsi ' % isotrope.

D&monstration. Puisque' 2 Lnm (F), alors' estdivisible par unel-forme de
Pster. Ainsi, iw (' f¢)). 2. Puisquedim' = 2"+ 2™ dim' %= 2"+2m; 2
etl, 2,onv@rie bienquedim'®, dim' j iw(' Fcy)+ 1. Parlelemme3.1
ona' (F’(. ) isotrope. Puisque’ g o) estisotrope, le r@sultat se d§duit de [20,
Theorem 3.3].

Pour la suite de cette section, on va selimiter g ®tudier l'isotropie desformes
de (Ln.2:1(F))%avecn, 3.

Soiert Y4= ¥#? hi 2 P,F (avecn , 3), ¢ = ¢°? hli 2 P,F etb2 F°.
On supposeiw (Y42 i ¢) = 2. Par la proposition 2.1, il existe d;d°2 F* et
Yy = hli ? ¥ 2 Py, 1F tels que %2 hidii - ¥4 et ¢ 2 hid;d%i .

On xe lesnotations suivantes:

8
< ' =102 b
(mn) 7= bdPnL;i di - ¥4 ? hi;bd
T Ve = Va? b,
On suppseque’ est anisotrope.

Lemme 3.3. Avec les m&mesnotations et hypothgsesque dans (ag), on a:
(1) "k (v estisotrope.

(2) La forme Yy est anisotrope.

(3) Si' n'est pas voisine, alors ~ est anisotrope.

D&monstrtion. Soit » = j bdhl; di - V4.
(1) Ona»¥” et bd»v2Y Puisquen, 3,onadim»> 2" 1 et donc »
estisotrope. Ainsi, "y, estaussiisotrope.
(2) La forme "' est anisotrope et ¥ ? ;| bd’hl; di estune sous-formede Yy et
', dedimension> 2". Ainsi, ¥ est anisotrope.
(3) Supposonsque’ ne soit pasune voisineet que” soit isotrope. Clairemert,
ona
Y2 . .
Yo= Y972 i bdnl;j di ? »? hii
=182 | bPhL;j di ? hi b 2)
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La forme » ? hli est anisotrope car c'est une sous-formede Y. Puisque’
est isotrope, on obtient hj bd %2 » ? hli, et par (2) on voit bien que' % Y.
Commedim' > 2" on d§duit que' estune voisine de ¥y, une contradiction.

D#finition 3.4 On garde les mémes notations et hypothges que dans (rg).
On d§ nit S(' ) comme §tant I'ensembledessalaires®2 F* pour lesquelsles
deuxformes ¢ ? ®vaet d°hL;bi ? (¢ ? ®7)an SONt isotropes.

Pr oposition 3.5, Avec les mémesnotations et hypothgesque dans (ag), on a:
(1) L'ensembleS(" ) estnon vide.

(2) Si®2 S(*), alors dim(d°nL; bi ? (¢ ? ®an)an - 2".

(B) OnaPngF\ W(F()=F) = f¥? &4 ®2 S(' )g.

Concernart l'isotropie de' (* commedans (=9)), on a le th§omme suivant:

Th 8or pme 3.6. On garde les m&émes notations et hypothgsesque dans (zo).
Soit A une forme quadmtique de dimension 2"*1. Alors, on a §quivalene
entre:

(1) " £ (a) estisotrope;

(2) Il existes 2 S(') telle que A soit semblableg ¥2? sbd¥

Lorsquen = 3, on obtient:

Th 8or pme 3.7. On garde les mémes notations et hypothgsesque dans (og).
On supmsequen = 3. Soit A une forme quadmtique telle quel1l- dimA - 16
et ind Co(A) = 2 lorsquedim A = 11. On a §quivalene entre:

Q) ' F(A) est isotrope;

(2) A estvoisine d'une 4-forme de P ster Ytelle que' ¢4 soit isotrope.

4. Quelques r 8sultats cohomologiques

D'aprps Arason [1] il existe une application €' de P,F versH"F, d§ nie par
e (hhay;:::;anii) = (a1) ¢::: ¢(a,). L'application €' seprolonge en un homo-
morphismee” del"F=I"*1F versH"F pourn = 0;1;2. Ona€e’(' ) = dim"' 2
HOF ' Z=2,el(")=ds' 2 HF ' F®°=F"2, &(')=¢(' )2 H?F ' Bry(F)
ou Br,(F) est la 2-torsion du groupe de Brauer Br(F) de F. €°, e! sort des
isomorphismes.Lorsquen = 3; 4 l'application €' seprolonge en un homomor-
phisme de | "F=I"*"1F vers H"F (Arason [1] pour n = 3 et Jacob-Rost [14]
pour n = 4).

Dans le th§ogme suivant, on calcule le noyau H'(F-=F) lorsquei - n:

Th 8or pme 4.1. On garde les m&mesnotations que dans (8). On suppse que
' est anisotrope et que F est de caract@ristique O lorsquen , 5. Soit F: le

B

corps de voisinagede ' . AIors{H‘(Fz:F) j- 2pouri- n. Plus pr&cisgment:

fOg Si n>i

H'(F.=F) = . , :
fo,e"(")g si n=1i=m.

Sin=i>m, alors H (F-=F) % f0; e" (g et ce noyau est nul si la conjecture
2.9 estvraie.
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Pour la preuve de ce th§omme on commencepar un lemme préliminaire.

Lemme 4.2 Soit © comme dans (©) qu'on supmse non nulle, et soit
(Fi;"i)o. i- n¢) satour de d§ploiementg@n§rique. On supmsonsquen = m et
queF estde caractristique 0 lorsquen , 5. Alors:

(1) deg(") = n.

(2) Sih("), 2, alors:

(i) Pourtouti 2 f0;¢¢¢;h(")i 2gla forme ("i)g () estisotrope.

(i) Pour tout (i;j) 2 fO;¢¢¢;h(") i 1g£ fO;¢¢¢; ng, on a

Ker(H'F j! HIF)=fog:

D&#monstration. Puisque” 6»0,onah:= h("), 1.

(1) Ona” 2 1"F etdim” 4, < 2" cequi implique deg” ) = n.

(2) (i) Puisquedeq) = n, on obtient dim”; > 2" pour tout i 2 f0;¢¢¢; h j

2g. De la relation ",y » Y () on d®&duit ("i)r, () » Y%, (). Par raison de
dimensionla forme ("), () estisotrope pouri 2 f0;¢¢¢;hj 2g.

(i) Soiert (i;j)2 f0;¢¢¢;hj 1g£ f0;¢¢¢;ngetx 2 Ker(HIF ;! HIF). Le
r@sultat est®vidert pouri = 0. Supposonsi , 1. Par (i) I'extension F;(¢)=F(¢)
est transcendarte pure. Ainsi, x 2 Ker(HIF j1 HIF(¢)). Sij < n on d§duit
par (R3) que x = 0. Sij = n on dgduit par (R1) que x 2 f0;e"(¢)g. Si
x = €'(¢), alors par (R4) et le Hauptsatz ¢, » 0. Par r@currenceil suzt
de considgrer le cas ¢z, hyperbolique. Ceci implique par le thomme de la
sous-formeque ¢, » O puisqueh(”) , 2 etdoncdim”™ > 2", une contradiction.
Ainsi, x = 0.

D&monstration du thorgme 4.1. Si” » 0, alors F: = F et le th§opmme est
Bvidert. Pour la suite, on supposeque ~ 6»0 et donc h(") , 1. Soit ("¢ =
“an; 1115 n()) la suite desnoyaux de la tour de d§ploiemert g§rrique de .
Lorsquen = m, on a deg’) = n par le lemme 4.2(1) et 2 = h(") par la
remarque 2.3. Soit x 2 H(F:=F).

(1) Supposonsn > i.

(i) Sin > m, alorsF:(%)=F (%) esttranscendarte pure. Ainsi, x 2 H(F (¥)=F).
Puisquedim ¥4= 2" > 2', on d€duit par (R3) quex = 0.

(i) Sin=m. Ona’:; 12 GPy(F:; 1). PuisqueF. = Fz; 1("2; 1) €t Xg,, , 2
H'(F.=F, 1), on obtient par (R3) quex 2 H'(F:, 1=F). Si2 = 1, alorsx = 0,
sinon on d§duit par le lemme 4.2(2) que x = O.

(2) Supposonsn = i = m. Puisquexg,, , 2 H"(F:=F; 1) et "z; 1 2 GPF:; 1,
on d&duit par (R1) quexg., , 2 f0,€"(")r., ,g(care"(")r.,, = €' ("2 1)). Soit
y2 H"F une classed&;nie commesuit:

’ 0

CH @I

Onay2 H"(F: 1=F). Si2= 1, alorsy = 0, sinon le lemme 4.2(2) implique
quey = 0.

X Si XF., ,

Y= x+ e(") sixe,,
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(3) Supposonsn = i > m. Comme dansle cas (1)()) x 2 H"(F(*4=F) =
f0;€"(¥3g. Si de plus la conjecture 2.9 est vraie alors ¥, est anisotrope et
donc par le Hauptsatz Y¢, 62 "*1 F. Par (R4) ona€e"(¥)r, 6 0 et doncx = 0.

Pr oposition 4.3, On garde les mémes notations que dans (g). _On supmse
quen = m et queF est de caract@ristique 0 lorsquen , 5. Soit A une forme
quadmtique telle que Ag, 2 1" F.. Alors, A2 I"F.

D&monstration. Par hypothpse€ (Ag,) = O pour i - n. On atrme que Si
" 2 IIF pour un certain j 2 f1;¢¢¢;nj 1g, alors A 2 1I*1F. En e®et,
puisque € (A)g. = 0 on obtient par le thGopme4.1 que & (A) = 0 et par (R4)
A2 1I*1F, CommeA 2 | F, on d§duit par it§ration que A 2 | "F.

5. D8monstra tions
5.1. D8monstra tion de la proposition 2.7.

Lemme 5.1 On garde les m&mesnotations et hypothpsesque dans la proposi-
tion 2.7. Pour K=F une extension, on a:

@)y sin>m: "k »0() Y »k»0(() 3 » % » 0).

(2) Sin=m: "' estvoisine( ) Y% 2 ¢ (() 3« 2 ¥%).

D®monstration. (1) C'est une simple congquencede I'hypothgsen > m et du
fait gu'une forme de P ster isotrope est hyperbolique.

(2) Dans cecasdim' = 2"*1 || estclair que ¥, 2 ¢ implique que' ¢ 2
GPy+1 K. REciproguemert, si' x 2 GPy.1 K alors' ¢ ) » 0 etdonc ¢k (v »
0. On conclut par le th@omme de la sous-formeet la multiplicativit § d'une
forme de P ster.

D&monstration de la proposition. (1) Supposonsn > m. Pour i 2 f0;¢¢¢;2g
(resp. j 2 f0O;¢¢¢;°Q) soit r; (resp. s;) tel que 2" = iw("F) (resp. 25 =
iw (£, )). Puisque 2" = iw ("f ), on obtient par la proposition 2.1 que les
formesYg, et ¢, sort divisibles par une forme de P;, F;. Par le lemme5.1, on
d€duit quepouri 2 f0;¢¢¢;2gonaiw (") = iw (), etdonc 2" appartient g
la suite desindices de d§ploiemen de +. De mémepour j 2 f0; ¢¢¢;°g l'entier
25 appartient g la suite desindicesde d&ploiemen de” . Remarquonsaussique
225 . 2™ pour tout (i;j) 2 f0O;¢¢¢;2g£ fO; ¢¢¢;°g. Ainsi, on dgduit qu'on
a nfcessairemen® = 2 et par [21, Remark 5.5] on a que F; est F-§quivalent g
Gj pour tout i 2 f0; ¢¢¢;2g.

(2) Supposonsn = m. Par le lemme5.10onasg, 2 %, et Y%, 2 (.. Ainsi,
iw(G.) = iw(#.) = 2™. Par [21, Remark 5.5] on a que F: est F-§quivalent
g Go.

5.2. D8monstra tion de la proposition 2.12. Supposonsque ' g, Soit
isotrope. Par la proposition 2.2(i) (Y)r. » O.
(i) Supposonsn > m. Par la conjecture2.10,o0na ¥y 2 %? r¥%pour un certain
r 2 De(j ¢). Par simpli cation, on a a¥%2 br¥ Ainsi, ' 2 br¥a? b¢ 2 bra?
i bré. Une cortradiction car' estanisotrope.
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(i) Supposonsn = m. Par la conjecture 2.10il existe ® 2 F“ tel que % ?
i ? &)2I1"2F. Ainsi, ab¥%? ¢ ? | ® 2 I"2F. Par le Hauptsatz
ab¥i? ¢ = b' estisotrope, une contradiction.

5.3. D8imonstra tion de la proposition 2.13. (1) Siiw (%? | ¢) = 2™,
alors par la proposition 2.2(iii) F: = F et la proposition est §viderte.

(2) Siiw (Y4? j¢) = 2™i 1. Soiert %2 Py, 1F,t = hi ? 192 Py, ma F et
d2 Fotelsque %2 %- 1 et ¢ 2 % hitii. Ona ', = % (1°? hdi) et
F: = F("an). Soit+2 Ppyy F\ W(F:=F).

(i) Sin > m, alors par la proposition 2.2(iv) #£ 1, » 0. Ainsi, =2 Y47 @Y
pour un certain ® 2 F°. Par le thomme de la sous-forme,on a % ? ®Y.2
s¥- (1972 hdi) ? » pour s 2 F" et » une forme de dimension 2". Soit
e2 Dr (¥~ 19 % Dg (¥). Puisquee;es2 D (Y4? ®Y), on peut supposer, par
multiplicativit §, ques = 1. Par simpli cation ona¢ ? ®%4» » Par comparai-
sondesdimensions,ona¢ ? ®Yisotrope. Ainsi, il exister 2 D (j ¢)\ De (®%).
On aalors+2 ¥? ri¥avecr 2 De(j ¢).

(i) Sin = m, alors "5y 2 GP,F. Ainsi, il existe x;y 2 F” tels que = 2
h;yi - “an. Onabien+? j (C 2 xy" )2 I"2F,

5.4. D8monstra tion de la proposition 2.16. (1) Supposonsn > m:

(i) Supposonsque la conjecture 2.10soit vraie. Soit x 2 H"*! (F.=F). Puisque
F:(¥)=F(¥) est transcendarte pure, on dgduit que x 2 H"*! (F(¥9)=F). Par
(R1) il existe ® 2 F® tel que x = "1 (¥ ? ®Y). Puisque xg, = 0, on
ae(¥a? ®9g.) = 0. Par (R4) ona (¥a? @k 2 I"2F.. Parle
Hauptsatz, on a ¥4? ®v42 W (F.=F). D'aprgsla conjecture 2.10, on d§duit que
Ya? ®Ya2 Y4? i r¥aavecr 2 De(¢). Ainsi, x = €"(¥)(r) avecr 2 Dg (¢).

(i) Supposonsque la conjecture 2.15 soit vraie. Soit %22 Pn+1 F\ W(F:=F).
Alors, €"*1 (4 2 H"*1 (F.=F). Par la conjecture 2.150n a e"** (1) = €"(¥)(r)
avecr 2 Dg(¢). Par (R4) ona'%? | (Y? jr¥) 2 I"*2F. Puisque dim(%2?
i (Ya? i r¥)an < 2"*2, le r§sultat se d§duit par le Hauptsatz.

(2) Supposonsn = m:

Supposons que la conjecture 2.15 soit vraie. Soit £ 2 P+ F\ W(F:=F).
Alors, €"*1 (¥) 2 H"* (F.=F). Par la conjecture 2.15il existes 2 F° tel que
el (5 = € (")(i s). Par (R4) onobtient +?2 ; (( 2 s7) 2 I"*?F.

5.5. D&monstra tion du th or gme 2.19. (1) C'est une consquencede [8,
Theorem 1].

Puisque la conjecture 2.10 implique la conjecture 2.9, on d§duit qu'on a par
hypothpse(¥s)rF. anisotrope.

(i) =) () SIA2 P,+1 F et' cortient une voisinede A, alors on sait que' F(A)
estisotrope. Si* ? ®A 2 1"*2F alorspar le Hauptsatzona (' ? ®A)F(A) » 0
et donc' g (g estisotrope.

() =) (i) Soit A dedimension2"*! tel que’ F (&) Soit isotrope. En particulier,
(%e)r. (&) estisotrope et donc hyperbolique. On peut supposerque 12 D¢ (A).
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Ainsi,
A, 2 (Yo)r. 3

2 Sin > m: Par la proposition 2.2(iv) et I'6quation (3) A 2 W (F (¥%=F).
Ainsi, A 2 %72 ®&pour un certain ® 2 F°, Par I'8quation (3), on a ®/4?
i ab¥%2 W(F-=F). Par la conjecture 2.10, % ? | ab®~42 Y4 ? r¥Yapour un
certainr 2 De (j ¢). Par la simpli cation de Witt, on a ab®&~42 | r¥. Ainsi,
"2 pr(@Y? ¢). PuisqueA 2 Y4? ®Y on voit que j br(®v4? hii) estune
voisine de A cortenue dans' . Donc l'assertion (2) est prouvée.

2 Sin = m: PuisqueAr, 2 I"*1 F. on d&duit par la proposition 4.3 que A 2
I"F. Ainsi, € (A) 2 H"(F.=F). Par le thomme4.1,onae"(A) 2 f0;e"(")g.
(i) Sie"(A)=¢e"("),alorsA? j " 21" F par (R4). Onae" "' (A? | g =
"1 (Ag,) (car g, » 0). Parl'§quation(3) onae"™ (A2 j e = € (Yo)r..
Par la conjecture 2.150ona e (A ? j ")+ e*1(Y%) = €1 (" ? 1) pour
uncertainr 2 F°. Par (R4) onaA? i ?2 % ? 27t 2I1"2F. Aprps
simplication et puisque¥ ? r¥% 2 1"*2F, on obtient A? j rb' 2 I"*2F,
(i) Sie"(A) = 0,alorsA 2 I"1F et donc A 2 P, F. Par I'§quation (3)
e (A? | Y) 2 H"! (F.=F). Par la conjecture 2.15il existes 2 F“ tel que
(A2 jY) =€ (" 25s) Par(R4)onaA? j¥%? ?2s 2I"2F,
Aprgssimplication, onaA? jb' 2 s 2 I"2F. Puisque” estisotrope, on
adim(j b' ? s )an < 2"*2. Par le Hauptsatz ona (j b' ? s )r(a) » 0. Par
condiquert, j b' ? s~ » uA pour un certain u 2 F°. On adim” 5, < 2",
Ainsi, iw(j b' ? j uA) > 2", et donc les formes b' et uA cortiennent en
commun une sous-forme! dedimension> 2" c'est-g-dire’ cortient une voisine
de A. Donc l'assertion (3) est prouv@e.

5.6. D8monstra tion du cor ollaire 2.21. Danscecas,' f, estune voisine
anisotrope de (Yo)E. -

(2) =) (1) Evident.

(1) =) (2) Puisque' n'est pasvoisine,on aiw (") = 1 et donc ", estde
dimension8. Par la propgsition 2.2gi) onaF. = F("an). Supposonsque’ ;)
soit isotrope et 1 2 D (A). Alors, Ag. est une sous-formede (Y4)r.. On $crit
(Yo)r. 2 Ar, ? »° avec»? est une F--forme quadratique.

(i) SidimA , 13, alorsdim»®- 3. D'aprps[16, Theorem 2] il existe +; une
F-forme telle que »® 2 (#)r,. On poseA; = A? #. On a (Ye)r. 2 (Ae. .
D'aprpsles propositions 2.13 et 2.12, on obtient ' ¢ (4, isotrope.

(i) SidimA = 12, alorsdim»’= 4. On a”,, 62 %2F. D'aprpgs[16, Theorem 6]
il existe + une F-forme telle que »°2 (), . On poseA;, = A ? +. Comme
dansle cas(i) ' r(a,) estisotrope.

(i) SidimA = 11etind Co(A) - 2. Commec(A)g, = c(») et dm»’= 5,
on d&duit que »°2 4 ? ¢ pour ¢ 2 GP,F. et d®= dg»°= j ds A [21, Page
10]. D'aprps[16, Theorem 6] il existe+3 2 GP,F telle que¢ 2 (#3)g.. On pose
A;=A? hd9 ? £. Commedansle cas(i) ' x,) estisotrope.
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Dans chacun des trois cas pr@diderts, on obtient par le th@omme 2.19 que
A 2 GP,,1 F et' cortient une voisinede A; pour i = 1;2;3. Par condgquen,
A est voisine d'une 4-forme de P"ster dont ' cortient une voisine.

5.7. D8monstra tion du th 8or pme 2.24. On supposel 2 D¢ (A). Puisque
iw (") = 2,onadim’ 4, = 8, et par la proposition 2.2(ii) F: = F("a,). Dans
cecasla conjecture 2.10est vraie (proposition 2.13). Ainsi, ' ¢, estune voisine
anisotrope de (Ye)r. . Posonsd = ds A.

Supposonsque’ g (&) Soit isotrope. Alors, (Ya)e. (a) » 0, et par condquert

(Yo)r. 2 Ar, ? » (4)

pour » une F:-forme quadratique.
(1) On supposequedim A , 13. Dans ce cason reprend la méme m§thode que
celle utilis §edansla dgmonstration du corollaire 2.21 pour montrer qu'il existe
A®2 GP4F tel que A% Alet' cortient une voisine de A°,
(2) On supposequedimA = 12. On a c(dA)g, = c(») et c("an) = ().
() Sid 6 1, alors d'apr@s[16, Th§omme 2], il existe »° une F-forme de di-
mension4 telle que » = (»)g, . Puisque (Yo)r. 2 (A ? »9)g,, on dgduit par la
proposition 2.13 que ¥ estisotrope sur F (A ? »9. Par le thomme2.190n a
A? »°2 GP4F et' contient une voisinede A ? »°
(i) Sid= 1etc(A) 6 c(c). Alors, c(A)r, 6 c(¢)r. car H2(F.=F) = f0g
(th§omme 4.1). Ainsi, c(») 6 c(¢)r.. De nouveau par [16, Th§omme 2] il
existe »®une F -forme de dimension 4 telle que» 2 »® . Comme dans e cas(i)
onaA? »®2 GP,F et' corntient une voisinede A ? »%
(i) Si d~= 1 et ¢(A) = c(¢), alors » est senblable p ¢. Ainsi, (Yo)F.c) » O
et donc Ag, ;) » 0. Comme F:(¥4=F (%) est transcendarte pure, on obtient
AF(V“)Lé) » 0. B
2 Si Ag(;) » 0, alors A est divisible par ¢ et donc voisine d'une 4-forme de
P ster Y2 Par condiquert, ' ¢, estisotrope et par le th§ogme2.19" cortient
une voisine de %
2 Si Ag(,) 6»0. Alors Ag(,) » % pour un certain , 2 F(¢)". Par l'excellence
de F(¢)=F ([2], [34]) il existe ¥4 une F-forme quadratique de dimension 8
telle que AF(“ » (Ya)e(,- Puisque c(Ya)g(,) = 0, on peut supposer que
Yy 2 GP3F [4, 2.10]. Puisque A ? ¥4 ? ¢ 2 13F, on obtient que e3(A ?
i Ya ? ¢) 2 H3(F(¢)=F) = c(¢) ¢HF [1]. Ainsi, il existe c 2 F” tel que
E(A? | Ya? ¢)=c(¢) ¢ = (¢ ? i co). Par condquer,

A? %2 ce2l*F (5)

Soit ® 2 Dg(¥a). Puisque %2 2 (Ya)r(), On @ Y () 2 (®4)p(,. Ainsi,
(Ya? | ®)p () » 0. Commedim(¥s? | ®4)an - 14 et c(¥? | ®%4) = 0, 0n
obtient

Va? i @Y » - ¢ (6)
pour ¥2 une forme quadratique de dimension paire - 2. Des §quations (5) et
(6) et modulo | “F, on obtient

A? 2 (B2 hi)- ¢ 2 14F )
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Soit e 2 F° tel que (0 2 hai)- ¢ ? e¢ 2 I*F. De I'§quation (7) on a
A? i Y%? ije,2|*F. Avecl §quation (4) on a

(@ab%e, 2 i »? (i €)r. 2 1*F: (8)

En particulier, (ab%e. ? | »? (i €é)r. 2 GP4F:. Ainsi, Y%, 2 ¢, ? e» Par
congiquen, (e")g. » » et par I'Gquation (4) (Yo)r. » (A ? € )g.. Commel :=
Yo? i A? j e 2 I3F (car dinvariant de Cli®ord trivial), on a e3(*)g, = 0.
Puisque " a4, N'est pas voisine, on a H3(F-=F) = f0g [1]. Par congquern * 2
I “F et donc e*(*) 2 H*(F.=F). D'aprpsles propositions 2.13 et 2.16, il existe
r 2 De(¢) tel quee*(t) = e8(¥) ¢(r). Par (R4) ab¥i? | A? j e ? r¥2 I5F.
D'oy le r§sultat.

R&ciproquemert, supposonsqu'il existe x 2 F", y 2 Dg(¢) tels que ab%?
iA? X ? y¥2 I5F. Alors, %9 ? i A2 X 2 i (%%? iy¥) 2 I°F.
Par la proposition 2.11(1) on a ¥4 ? jy¥a 2 W(F:=F). Ainsi, (Y ?
i A ? X )r 2 I%F.. Puisque dim("g,)an = 4, on obtient © = (Y ?
i A, ? ((x~’)F2)an 2 GPsF.. Par le Hauptsatz, °g, 5y » 0 c'est-g-dire
(Y)e. (&) » Ar.&) ? i (X' )E.(A))an- Ainsi, (Ye)r.(a) estisotrope. On ap-
plique successiemert les propositions 2.13 et 2.12 pour d§duire que ' ¢ (i) est
isotrope.

(3) On supposeque dim A = 11:

Puisqueind Co(A) - 2, on a aussiind Co(») - 2 et donc» = hdi ? »° pour une
certaine »° 2 GP,F: [21, Page 10] (c'est-g-dire » est voisine). Par congquert,
(Y)e.(x) » Oop = A ? hdi. On applique successiemert les propositions 2.13
et 2.12 pour d§duire que' (4 estisotrope.

5.8. D&monstra tion de la proposition 3.5.

Lemme 5.2 On garde les m&émesnotations quedans (ag). Soit "1 = hl; di -
Y82 h dd% et %= "1 ? hd4. Alors, on a:

(1) W(F(")=F) 2 W(F ("1)=F).

(2) ("9 =c(¢), " °2 12%F etlescorps F(" 1) et F("9 sont F-8quivalents. En
particulier, W (F (")=F) 2 W (F (" 9=F).

(3) La forme "1 n'est pas une voisine.

D§monstration. (1) Puisque ; %2 bd®, on a que’ F(,) estisotrope et donc
il existe une F-placede F(") vers F("1) [20, Theorem 3.3]. Par consquert,
W(F(")=F) 2 W(F (" 1)=F).

(2) On v@ri e facilemert quec(” 9 = c(¢). Il estclair que” %= h1;j di - (¥4 ?
hd%). Ainsi, "©2 I?F etiw('2,) . 2. Parle lemme3.1"; estisotrope
sur F('9. Puisque” ® estisotrope sur F (1), lescorpsF ("9 et F("1) sort F-
gquivalents et donc W (F (" 1)=F) = W (F (" 9=F). Par l'assertion (1) on obtient
W (F (")=F) %W (F (" 9=F).

(3) Si ", @tait voisine, on aurait “°2 GP,F (car dim” %= 2") et doncc(" 9 =
c(¢) = 0, une corntradiction.

Le thommessuivant jouera un rdle important dansla d§monstration.
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Th 8or gme 5.3, (Fitzgerald [5, Proposition 1.4))

Soient ' une forme quadmtique voisine d'une n-forme de P ster Yet ' 0 =
" 2 hyi poury 2 F°. Supmsonsque' ° ne soit pas voisine de % Soit ' 92
W(F (' 9=F). Alors, ' 2 14 2 ¢¢¢? Y pour un certain entier s , 1 et
Y4 2 GPhe1 F\ W(F (" 9=F) pour tout i 2 f1; ¢¢¢; sg.

D&monstration de la proposition. (1) Onaj 12 S(' ). En e®et,il est clair
que ¢ ? | Yaestisotrope. Puisqueiw (¢ ? | ¥9 = 2, on d®duit que (¢ ?
i Y3an = hndii - (; ¥4 ? hjd4) et donc i d® 2 De((¢ ? | Yan). Ainsi,
d°hL; b 2 (¢ ? | YYan estisotrope.

(2) Puisque ¢, ? ®Yestisotrope, alors (¢, ? ®/)4n estsenblable g (¢ ? i Yan
qui estde dimension2". Puisqued®hl;bi ? (¢, ? ®Y)a, estisotrope, le r@sultat
s'en d§duit.

(3) Soit Y22 Pn+1 F\ W(F(")=F) anisotrope. Puisque” estisotrope sur F (¥)
(lemme 3.3), on d&duit que % (1 » 0. Alors,

o2 Y7 ®Ya
pour ®2 F“. Par le th§ommede la sous-formeon a
2 i pd ? »

pour » une forme de dimension2". La simpli cation de Witt dansla relation
Yv2 1,2 @2 i b ? » implique

h;j di ? ®&%42 h b dd% ? » (9)

Par le lemme 5.2(2) on a Y& (- o) » 0, et par le th§ommede la sous-formeon a
Y2 7092 50 nour »° une forme quadratique de dimension2" (" ° commedans le
lemme5.2). La simpli cation deWitt dansla relation %22 j bd 2?2 »2 702 »0
implique

» » dohl;l:j 20 (10)
Des §quations (9) et (10) on obtient
& ? ®Yax»

On substitue dans I'§quation (10) pour obtenir » » d°hL;bi 2 (¢, ? ®%an.
Par comparaisondesdimensionson a d°hl; bi ? (¢ ? ®/)4, isotrope. D'ou le
r@sultat.

R&ciproquemert, soit ® 2 S(* ) et Yo= ¥4? ®Y%2 Pp.+y F. On vEri e facilemen
lesrelations

i bd » h;jdi- Y42 h b ddd (12)
Ya? i ¢» hLjdi- Y42 dnt; di (12)

Desrelations (11) et (12) ona
i bd » (%2 j ¢)an ? i d°NL b (13)
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Puisque¥2» (Y4? i ¢)an ? (¢ ? ®7an, On a par I'§quation (13) que
Yo» j bd 2 (dohl;l:i ? (&? ®an)an:

Puisquedim” = 2" et dim(d°nL;bi 2 (¢ ? ®Han)an - 2", on dEduit que Ye )
estisotrope.

5.9. D&monstra tion du th &or gme 3.6.
Pr oposition 5.4. La forme ' g(-y estune voisine anisotrope de (Y)r ().

D&monstation. Commedansla dgmonstration de l'assertion (3) du lemme 3.3
ona' gy ¥ (Y%)r (). Si(Y%)r () estisotrope, alorson obtient par le thomme
de la sous-forme

Y4? i b2 x° 2 »

pour » une forme quadratique de dimension 2" et x 2 F®. Soit ~ 2 D¢ (%4).
Alors, | b 2 De (")\ Dg (%? | bd%). Commej xbd® 2 Dg (X" ) Y2 Dg (¥4?
i bd%j, on peut supposer, par multiplicativit §, que x = 1. Par simpli cation,
on obtient que' » ». Une cortradiction, car' estanisotrope.

D&monstration du thorgme. On supposeque 12 D (A).

(1) =) (2) Puisque' (&) estisotrope, on d&duit que ' ()& est isotrope
et donc (Y%e)r( yA) » 0. Comme (Y)r () est ani§otrope (proposition 5~.4),
on a par le th§omme de la sous-forme(Y)r () 2 Ag(). Ainsi, Y% ? | A2
W(F(")=F). Onadim(¥ ? i A)an - 2"*2 | 2< 2"*2 Soit ", commedansle
lemme5.2. PuisqueW (F (" )=F) %2 W (F (" 1)=F) et " ; n'est pasvoisine (lemme
5.2), il existe par le th@opme 5.3 une forme %22 GPh.1 F\ W(F (" 1)=F telle
que

(Y ? i A)an » Y2 (14)

Comme Yy %2 PhyF,onaA 2 I"™F etdonc A 2 P,,1 F. On a aussi
Yoy » O(car (% ? i A)g(y» 0). Par la proposition 3.5, il existes 2 S(* ),
u 2 F° tels que %2 u(%? s¥). De I'§quation (14) on a ¥ ? | Yisotrope.
Soit v 2 D (%) \ Dr(%. Alors, Yo ? | Yo» v(Ye ? i (Y4? s¥)) » A. Ainsi,
A2 vs(¥s? sbd¥).

(2) =) (1) Soit s 2 S(') tel que A soit serblable p ¥%:= ¥%? shd% On a
Yo ? i ¥o» j bd(¥4? s¥). D'aprpsla proposition 3.5, on dgduit que (Yo ?
i Ae¢y » 0. Ainsi, (Y)r() 2 Y% (). Par la proposition 5.4, on d§duit que
' F (1 estisotrope et donc' ¢ (a) I'est aussi.

5.10. D8&monstra tion du th 8or gme 3.7. Par la proposition 5.4, on a que
' F(A) estisotrope si et seulemen si AF(’) est senblable g une sous-formede
(Yo)r (). Laforme” 62 2F car sinon par un simple calcul on aurait ' isotrope.
Puisque” estde dimension 8 on peut utiliser lesmémestechniquesde descere
gue dans la dgmonstration du corollaire 2.21, et on nit la preuve en utilisant
le th§omme 3.6.
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