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Abstract. Let be an open set of C" and T be a positive closed
current of dimensionp 1 on , we de ne a capacity associated to
T by :
z
Cr(K; )= Cy(K)=sup T~ (dd°v)P; v2 psh() ; O<v< 1
K

where K is a compact set of .

We prove, in the same way as Bedford-Taylor, that a locally boun-
ded plurisubharmonic function is quasi-continuous with respect toCr .

In the second part we de ne the convergence relatively toCt and we
prove that if (u; ) is a family of locally uniformly bounded plurisubhar-

monic functions andu is a locally bounded plurisubharmonic function
such that u; ! u relatively to Cr then T ~ (dd°y; )P ! T~ (dd®u)P

in the current sense.

2000 Mathematics Subject Classication: 32C30; 31C10; 31A15;
32W20.

Keywords and Phrases: courant positif, plurisousharmonique , capa-
cie, operateur de Monge Amrgere.

1 Introduction

Soient un ouvert de C", K un compact de et T un courant positif ferme
de dimensionp 1 sur . On note psh() I'ensemble de fonctions plurisou-
harmonique sur et Li () I'ensemble de fonctions localement borrees. On
e nit la capacie de K (dans ) relativementa T par :

Z

Cr(K; )= Cr(K)=sup T~ (dd°v)P; v2 psh() ; O<v< 1
K
Dans la pemere partie on montre qu'une fonction plurisousharmonique loca-
lement borree est continue en dehors d'un ouvert de capacite arbitrairement
petite :
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470 Dabbek et Elkhadhra

Theor eme 1.1 Soient un ouvert borre de C", u 2 psh() \ Li.() etT
un courant positif ferme sur  de dimensionp 1. Alors pour tout " > 0; il

existe un ouvertO de tel queC+(O; ) <" etu soit continue sur nO.

Ce esultat est prouve dans [Be-Ta] pour T = 1. L'inerét de ce treoeme est
do en partie au esultat suivant, qui constitue une gereralisation d'unt hreoeme
de [Be-Ta].

Th eor eme 1.2 (th eor eme de Comparaison) Soient un ouvert borre de
C", T un courant positif ferme de dimensionp 1sur ,uetv2 psh() \
LY () : Supposons que :

liminf (u( ) v()) O

Alors on a : 7 7
T 2 (dd®v)P T A (dd®u)®

fu<v g fu<v g

Dans la deuxeme partie on ¢ nit la notion de convergence par rapporta Cr.
On dit que u; converge versu par rapporta Cr sur E si pour tout > 0, on
a:

lim Cr z2E; juy(z) u@j> , =0

jl +1

On montre q'une suite de fonctions psh localement borree dcecroissante vers
une fonction psh est convergente par rapportaCr :

Th eor eme 1.3 Soient un ouvert borre de C", T un courant positif ferme
sur de dimensionp 1, u; etu des fonctions psh, localement borrees sur
telles queu; = u sur un voisinage de@ , (u;) decroissante vers u; alors (u;)
converge versu par rapporta Cr.

Comme application nous gereralisons des esultats de [Be-Ta] et de [Xi] sur
I'operateur de Monge-Ampere. Le theoeme principale de cette partie est le
suivant :

Theor eme 1.4
Soient (u;); une suite de fonctions psh localement unifornement borres et
u2psh() \ LL.() ;ona:

loc

a) Si u; converge versu par rapporta Cr sur chaqueE , alors le courant
T~ (dd°u; )P converge au sens des courants vefs”* (dd®u)P:
b) Supposons qu'il existeE tel que8j; u; = usur nE et que les suites

uT ” (dd®u;j )P; u; T (dd°u)P et u; T~ (dd°u; )P convergent au sens des courants
versuT » (dd°u)P alors u; converge versu par rapporta Cr sur E.
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Capacit e Associe e a un Courant Positif Ferm e 471

2 Capacit e associe e a un courant positif ferm e

Definition 2.1
Soient un ouvert deC", K un compact de et T un courant positif ferne
de dimensionp 1sur , on ¢ nitla capacie de K (dans ) relativementa
T par :
Z
Cr(K; )= Cr(K)=sup T/~ (dd°v)P; v2 psh() ; O<v< 1
K

Pour tout E ; ONn pose :
Cr(E; )=sup fCr(K); K compact K Eg

Proposition 2.2
1) Si E est un boelien, on a:
Z
Cr(E; )= Cr(E)=sup T/ (dd°v)P; v2 psh() ; O<v< 1
E

2) Si E, E,, alors Cr (El; ) CT(EZ; ) .
3)SiE 1 2, alorsCr(E; 1) Cr(E; 2):
4) Si Eq1;E,::: sont des ensembles boeliens dans, on a :

[ Xt
Cr Ej; CT(EJ' p)
i1 j=1
5 SiE; E; sont des ensembles boeliens dans, alors :
[
Cr E;; = lim Cy(Ej;):
jiv+1

i1
6) Sif : 1 7' , estune fonction holomorphe, propre surSuppT et O un
ouvert de », alors :

Ci 1(0; 2) Cr(f *(0); 1)
et legalie a lieu si f est un biholomorphisme.

Demonstration.  Pour 1) ! 5), on proede comme [Be-Ta]; pour 6) on sup-
pose que 0 v 1 estpsh, de class€ sur 5, ona:
z z

f T A (ddov)P
(@]

fTA (1o (ddv)P)
Z 2

TA (o f)dd(v )P
Z 1

TA(dd(v )P Cr(f Y0O); 1):
f 1(0)
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472 Dabbek et Elkhadhra

Pour obtenir cesegalies il sut de remplacer I o par une suite de fonctions
de classeCt ' ¢ " 1o: Dans le cas gereral, on prendv- "zv une egularisation

dev et en utilisant le fait que :  f T * (dd°v)P "Ii|m0 f T2 (dd°w)P. Si
o : (6]
f est un biholomorphisme, on a de méme
Cr(f Y(0); 1)= C 1 1y Y0); 1) Ci1(0; 2):

Dans 6); l'iregalie peut &tre stricte, en eet si f est leclatement de centre 0,
T =[E] le courant d'inegration sur I'ensemble exceptionnel E = f 1(0).

Problemes ouverts :

1) Si K, K3 estune suite cecroissante de compacts de , alors d'apes
la proposition 2.2, Ct (K ) est decroissante. A-t-on Cr (\ Kj) = !ml ) Cr (Kj)?
j!

2) A-t-on legalie : C;y Ct?, aionapose
Z
Cr(K)=sup T (ddV)P; v 2 psh( ;[0;1]); Vi, suppT O
K

3) Soit K un compact de , existe-t-il u dans psh( ;[0; 1]), telle que I'on ait
Cr(K)=  TA (ddu)P ?
K

4) De nition : Un ensemble A estdit T pluripolaire dans si Cr(A; )=
0:

A estditlocalementT pluripolaire si, pour tout adansA, il existe un voisinage
ouvert V deadans telque A\ V estT pluripolaire dansV.

Un ensemble localementT pluripolaire est-il T pluripolaire dans ?
Caraceriser les ensemblesT pluripolaires dans ?

Remarques.

(i) Si T = [X] est le courant d'inegration sur un sous-ensemble analytique

X de dimension purep, O un ouvert de et Reg X A'ensemble des points

eguliers de X . En utilisant legalie [X]™ (ddv)P = (dd®(i v))P au
(0] O\ RegX

v 2 psh( ;[0;1]); eti: X ! ; est l'injection canonique, on a :

O est localement [X] pluripolaire ()
RegX \O est localement pluripolaire dans RegX

On remarque que siT est un courant positif ferme de dimensionp 1 et
t(X) > 08x 2 X, alors un ouvert localementT pluripolaire coupe RegX en
un ouvert localement pluripolaire dans Re .

(i) Si w est une fonction psh, borree etA un boelien T pluripolaire, alors A
est T~ (dd°w)X pluripolaire pour tout 0  k dimT. En e et, il est facile de
voir qu'il existe > O telle que

CT/\(ddCW)k (A, ) C T(A, ) .
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Capacit e Associe e a un Courant Positif Ferm e 473

En particulier si T = 1; on retrouve le fait que le courant [dd°w)¥ ne charge
pas les ensembles pluripolaires.

(iif) Soit * 2 psh() et localement borree sur nK a1 K = f' = 1g . Alors
k
Craqdaer )k (K)  Cr(K) Cager (K)

En e et, on peut supposer quek = 1 et soit v 2 psh( ;[0;1]). Posons =

Cyger (K) et soit ' j = max('; v j).Alors " #' et'; = v ] sur
K; =Zf' jg. De plusK; #K. Soit jo >e,zalors

TAdde A (ddv)P 1t lim sup T A dd | A (ddv)P *
o jr+1 |20
lim sup TAdd™ |~ (ddv)P !
jt +1 ZKi
= limsup T/ (ddv)P ;
it +1 K
on fait tendre jo vers +1 puis on passe au sup sur tout les fonctions psh
telleque 0 v 1.

Kj

(iv) Soient : " 7! Kk (k <p) la projection canonique;v 2 psh( ;[0;1])
e%wZ(psh\Cl)( " [0; 1]). Dapes[Bm El], SI? " ona:

HT; ;ai” (dd®w)P ° (dd°v)k = T A (ddw)P KA (dd®w)X
a2 (0) 0 cp)
éTCT(O; ")

@ v =v . Par egularisation, l'iregalie reste vraie pour w 2 psh( ";[0; 1]).
Comme (O) , K. ona:

Chr; a 1 (O)(ddV)* CT(O ")

a2 (0) 7IP(
O estT pluripolaire =) 8 v; Oesthl; ;ai pluripolaire
(dd°v)*  p:p
=) 9 N pluripolaire de (O) tel que 8a 62N;
O esthl; ;ai pluripolaire :
La eciproque est fausse, il sut de prendre le courant T = (dd®jz5?)P.

Le esultat suivant est une consquencce directe de liregalie de Cauchy-
Schwarz qui sera utile dans la suite.

Proposition 2.3 Soient uy; U, Vi;Vo; Wy i1, Wy 1 dans psh() \ L|OC() et
T un courant positif ferme sur  de dimensionp 1. Supposons qudu; 6
uggZ et soit 0 2D(); =1 iur fu; 6 upg: Alors on a:
2
dlup  uz) M d(vi vo)” d(up  uz) M d(up ux)”
z

d(vi v)Md(vi w2)
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474 Dabbek et Elkhadhra
@ = TAddwg ™M ddwp g

Demonstration.  On remarque que lI'application (u;v) 7! R du M d°v”™  est
une forme bilireaire synetrique et positive sur Ct () C ! (). La proposition
2.3 se justi e alors par application de l'iregalie de Cauchy-Schwarz au couple
(ur  uz;vi Vo) i u;;v; 2 psh() \C?! (). Dans le cas greral, on proede
par egularisation.

Theor eme 2.4 Soient un ouvert borre de C", T un courant positif ferne
sur de dimensionp 1, u; etu des fonctions psh, localement borrees sur
telles queu; = u sur un voisinage de@ , (u;) decroissante vers u; alors

8 >0ona:

lim Cr fz2 S u(2)>u(@+ g =0:
e

Demonstration.  Sans perte de gereralie, on peut supposer que = 1.

Posons ; = fz2 ; uj(z) > u(z)+ 1g et choisissons un ouvertW de sorte
quefu; 6 ug W : Soit v 2 psh( ;[0;1]), on a:
z z z
T (dd®v)P (u WTA(ddv)P = d(u; UM dvATA (ddv)P L
w w

J

D'apes la proposition 2.3, I'inegralea droite est majoee par
z
C diuyy u)Ad(up u)ATA(ddv)P L E
w

R
a C=(,, THrdvr dv” (dd°v)P 1)% M < 1 et M est une constante
incependante de v d'apes liregalie de Chern.Levine.Nirenberg (cf.[C.L.N]).
Appliguons encore une fois la formule de Stokes, on obtient
z

dui  u)~d(yp  u)A T A (ddPv)P !
W

(U WTAdd(u;  u)” (ddv)P ?

Z w
= (U u)TA"(dd°y;  dd°u) ~ (dd°v)P *
zZw
(U u)T A ddu” (ddv)P *
W

Il s'ensuit alors :
Z 4

TA@dvP C( (uy wTAddun (ddv)P b
) W

J

La puissance dedd®v diminue de 1; on epete ensuite le proed (p 1)-fois, dans
chaqueetape en majorant U u;)dd°(u; u) par (u; u)dd®u et en appliquant
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Capacit e Associe e a un Courant Positif Ferm e 475
z

la proposition 2.3, on obtient nalement une majoration de T/ (dd®v)P par :
i

VA ;
2

B (uj  u)T " (ddu)P :

al B est une constante incependante dg et dev.
Donc_lliml Cr( j)=0.
jito+

Comme congquence du treoeme 2.4, on montre qu'une fonction psh, locale-
ment borree sur un ouvert borre est continue si on retire de un ouvert O
de capacie Ct arbitrairement petite. Plus pecisement, on a

Th eor eme 2.5 Soient  un ouvert borre de C", u 2 psh() \ Li.() etT
un courant positif ferme sur ~ de dimensionp 1. Alors pour tout " > 0; il

existe un ouvertO de tel queCt(0O;) <" etu soit continue sur nO.

Demonstration.  D'apes 3) et 4) de la proposition 2.2, on peut supposer que
= f < 0g est strictement pseudoconvexe eti borree au voisinage de. Soit
(u;) une suite de fonctions psh, de class€' qui cecroit vers u dans un voisinage

de . Par etecissement de et en remplacant u; par max(u;;A + B) et u
par max(u; A + B), on peut supposer queu; = u= A + B au voisinage de
@pour A et B > 0 convenablement choisis (pour plus de cetails voir [Be-Ta)).

D'apes le treoeme 2.4, pour tout | 2 N , il existe j, tel que :

o= fu, >u+1=lg ; Cr(O)<2":

Fixons un entier k tel que 2 ¥ <" et posons :Gy = [| xO(. La suite (uj,) est
cecroissante versu uniforrement sur n Gy, donc u est continue sur nGg
et d'apes 3) (,1_9 la proposition 2.2, on obtient

CT(Gk;) | kCT(Olo;) <2k<"

Remarques.

1) Si X est un sous-ensemble analytique, alors le treoeme classique de [Be-
Ta] ne donne aucune information sur la egularie de la fonction u sur X (i.e u
peut étre discontinue surX tout entier). En appliquant 2.5 au courant T =[X];
nous obtenons un esultat plus pecis : u est continue surX prive de I'ensemble
O\ X qui est de volume arbitrairement petit dans X .

2) Le treoeme 2.5 est faux si on enéve I'hypotrese u 2 LE () ; et ce au vu
du contre-exemple suivant :

= 2 C% T=[z2=0], u(z;2)=log jzj :
3) Si lI'on suppose de plus qud est assez egulier, c'esta-dire pour tout u psh

J,!Iirpl Cr u< j; =0 ;
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476 Dabbek et Elkhadhra

comme c'est le cas des courantsa cce cients localement borres, alors on peut
cereraliser 2.5 pour u seulement psh sur :

L'inerét du treoeme 2.5 est d& en partie au esultat suivant, qui co nstitue
une cereralisation d'un treoeme de [Be-Ta].

Theor eme 2.6 (th eor eme de Comparaison) Soient un ouvert borre de
C", T un courant positif ferme de dimensionp 1sur ,uetv?2 psh() \
LY () : Supposons que :

liminf u( ) v()) O

Alors on a: Z 4
T 7 (dd®v)P T~ (dd®u)®
fu<v g fu<v g

Demonstration.  On commence d'abord par letude du cas a1 u et v sont
continues. Quittea travailler sur l'ouvert fu <vg, on peut supposer que =
fu<vgetu=vsur@ Soit v- =max(v ";u);v- = u dans un voisinage de
@.
D'apes Stokes, on a :

Z Z

TA@dEv)P = TA (ddu)P

quand " & 0, v- converge uniformement versv, donc T A (dd®v-)P converge
faiblement vers T ~ (dd®v)P. Soit (' ,)n2n Une suite dansD() qui croit vert
la fonction caracteristique de , on trouve :

z z z

CaT A (ddve )P TA (v )P = T~ (dd°u)P

On nit la preuve en faisant "! Oetn! +1 dans cet ordre.
Nous etudions maintenant le cas greral. Quittea remplacer u paru+2 et
faire tendre vers 0, on peut supposer que :

Iirlni(gf(u() v()) 2>0
Dans ce cas, il existe un ouvertO tel que : u(z) v(z)+ pour tout

z2 nO: Choisissons deux suites de fonctiongy et v, Pshije classeC' qui
cecroissent respectivement versu et v dans un voisinage deO et de sorte que

pourtout j k,onaux Vv, sur@: D'apes ce qui peede, on a :
4 z
T A (dd®;)P T A (dduy)® (2:6:1)
fuk<vjg fuk<vig

Soit" > 0 etG un ouvertde ,telque C7(G;) <" etu;v sont continues sur
nG (cf 2.5). On peutecrire v="+ @ ' estcontinue sur et =0 sur
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Capacit e Associe e a un Courant Positif Ferm e a77

nG.
Soit 'ouvert U = fuy <' g,ona:
z z
T2 (ddv)P lim T2 (dd®v; )P (2:6:2)
U jI +1 U

CommeU[ G=fux <vg[ G;ona:
z z z
T~ (dd®v)P T/ (ddv)P+ T2 (dd°v)P
vz G z
lim T/ (ddv;)P+ T4 (ddv)P
jr+1 V4 G 7
lim T/ (ddv; )P+ T4 (dd)P
G

y +1 fuk<vjg

fug<vg

+ T/ (dd®v)P
G Z

i T A (ddy; )P +2M P
jr+1 Zka<ng
lim T/ (dduy)P? +2M P
M+l fyeevg

La 2°™ iregalie esulte de (2.6.2). Comme U f ux <v;g[ G, on obtient la
3°*M¢ jregalie. La 4 ®™¢ esulte du fait que C1(G; ) <", tandis que la dernere
iregalie se justi e par (2.6.1).
Commefu, <vjg#fux vgfux<vg"fu<vg, on obtient:
A VA
T~ (dd®v)P k'liml T (ddu)P +2MP" (2:6:3)

fu<v g o fue vg

Les fonctionsu et v sopt continues sur nG; doncfy vgnG est un ferme

de : Il s'ensuit alors : T~ (dd®u)® lim T A (dduy)®.
fu vgnG kb +1 ¢y vgnG
On a alors :
Z Z
T A (ddu)® T~ (ddu)®
fu vg fu vgpG
lim T A (dd®ug)P
ki +1 fa vgnG 7
lim T~ (dd®ug)® T2 (dd®uy)P
kI +1 Z fuk<vg G
lim T A (ddu)®? MP"
kKl +1 fyeevg

La 3°™M iregalie se justi e par l'inclusion fux <vgnG f u<vgnG:

D'apes (2.6.3), on obtient :
Z z

T~ (ddv)P T~ (ddu)? +3M P

fu<v g fu vg
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478 Dabbek et Elkhadhra

Comme™" est arbitraire, on en deduit l'iregalie
A Z

T A (dd°v)P T A (ddu)P

fu<v g fu vg

Pour achever la preuve, il sut de remplacer u par u+ et d'utiliser le fait

quefu+ <vg"fu<vgsi #0etquefu+ vg"fu<vgsi #0.
Remarque. Ce tleoeme reste vrai si on suppose queu et v sont dans
psh() \ LY ( nK)avecK =fv= 1g f wu= 1g .Eneet:

On suppose d'abord queu et v sont continues sur nfv = 1g . Soient
Us = max(u; s); vs = max(v; s);alorspours ;us= U, Vg = V au Voisi-
nage de@. D'apes 2.6, on a
Z Z
T~ (dd®vs)P T~ (dd°us)P
fus<vsg fus<vsg
Commefus <vsg= fu<vgnfv sg"fu<vgnK,ona
Z Z
T/ (dd®v)P lim T 7 (dd®vs)P
fu<v gnK st + fus<vsg
D'autre part, I'ensemble fus <vsg Fs=fu vgnfv< sgestunferne de
etvuque Fs"fu vgnK, on obtient
Z VA A
lim T 7 (dd®us)P lim T~ (ddus)P T~ (dd®u)®
st +1 fus<vsg ( S) st +1 Fs ( S) fu vgnkK ( )
Le esultat se ceduit aisment, en remplacant u par u+ et en faisant tendre
vers 0. Le cas greral se traite par egularisation des fonctionsu et v.

Corollaire 2.7 ( principe de domination) Soient un ouvert borre de C",
uetv2psh() \ L () : Supposons que :

) fim inf(u() v()) O

i) TN (ddu)P T~ (dd°v)P;

Alors u v en dehors d'un ensembl&Tk regligeable.

Demonstration.  Sans perte de gereratie, on peut supposer que = f <
O0g ar  est une fonction C! ; strictement psh qui & nie . Supposons que
kTk fu<vg > 0, alors il existe" > 0 tel quekTk fu<v +" g > 0. D'apes
2.6,ona:

z z Z
T A (ddCv+ " )P T A (dd°u)P T A (dd®v)P
fusv +" g fuv +" g fuv +" g
D'a :
z Z z
wp T A (dd® )P + T A (ddv)P T/ (ddv)P
fuv +" g fuv +" g fuv +" g
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Capacit e Associe e a un Courant Positif Ferm e 479

cela se contredit avec le fait quekTk fu<v +" g > 0.

Application.  Dans plusieurs probemes on est amere a contréler la masse
d'un produit de Monge-Ampere mixte (T ~ (dd°u)l ~ (dd°v)P 1) par celles
Z VA

des produits homognes ( T » (dd°u)P et T ~ (dd°v)P), en appliquant le

treoeme de comparaison on a eussita faire ca dans certains cas (Propaition
2.9).

Soit ' une fonction continue, psh sur et semi-exhaustive sur SuppT i.e il
existe un nombre eel R tel que B(R) \ SuppT ;a B(R)y= f'<R g.
Pourr 2] 1 ;R[ on note:

B(ry=fz2 ; '"(2)<rg;, S(r)=F1z2 ; '"(2)=rg; ' =max(';r )

L'application r 7! T" (dd® ,)P,a valeurs dans I'espace des mesures sur muni
de la topologie faible, est continue sur]J1 ; R[: Comme la mesureT » (dd®' ;)P

est nulle surB(r) et concide avecT » (dd® )P sur nB(r), on peut associera
T et' une collection de mesure positives r., porees par les ensemblesS(r)

de la facon suivante :

T = TA@AE )P T ()T A (dd™ )P

Si' estde classeC' etr ung valeure egulerede ', 1y = T (dd™ )P 7

d® js(r): Pour s>, ona: TA(dd ()P T2 (dd” )? =0:Donc la
B (s)
masse totale 1 (S(r)) = 1+ (B(S)) concide avec la dierence entre les
masses del ~ (dd® )P et U gy T * (dd”' )P surB(s) i.e :
Z

o (S(r)= 1 (B(9) = T~ (dd™ )P
B(r)

On remarque que sir ! rq (ro <R); alors 1 ,5(y converge simplement vers
1 g (ry)- Ceci veut dire que l'applicationr 7! .., est continue faiblementa
gauche.

Pour montrer la Proposition 2.9 on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.8 Soit une fonction psh, regative et continue sur , alors pour

touts 1,( )%est 1. inegrable etona:
Y4
e (C)%) = ()T~ (dd* )P
z8(r) (2:8:1)
+ (r "H)TAdd( )SA (do )P 1
B(r)
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Preuve. On proede comme Demailly (cf.[De]). On suppose d'abord que et

sont de classeC! , alors comme les deux membres de (1) sont continusa
gauche, il sut d'appliquer la formule de Stokes en utilisant legalie 1., =
T~ (dd® )P 1~ d® gy pour r une valeure egulere de : Si' est continue
et de classeC! , on prend'  #' psh, de classeC! . Pour ', ona:

VA VA
o (C)%) ( )TA(dd™ )P = (r ")TAAd( )M (dd™ )P *
tksr g <r

On \eri e aiement que la suite TAdd°( )S” (dd® )P ! converge faiblement

vers T A dd®( )~ (dd™ )P 15 et que Tg ) (r 2" ) est une fonction continue

a support compact. Il en esulte que l'inegrale (r ")TAd( )3~
Z t<r
(dd® )P Lconvergevers  (r ')TAdd( )SA(dd® )P 1. De plus, d'apes
B (r)
la e nitonde 1+ ,r,0na:
z z
T (C)Y) ()PTA@d )P = () TA(Ad™ i )® TH(dd™ «)°
.
@ e =max(' k;r): Comme (T A (dd™ )P T (dd™ «)P) esta support
dans le compactB (r), il s'ensuit que l'inegrale
z
() TAE )P TA (A )P

converge vers
4 4
()2 TAd™ )P TA(™ )P = 1 (C)) ()°TA(dd™ )P
B(r)

Supposons maintenant qué et sont continues et choisissons x # psh, de
classeC' ; d'apes ce qui peede, on a :
4 z
e (O )%) ()T (dd™ )P = (r )TAdd( )7 (dd™ )P *
B(r) B(r)

Z
Le termea gauche concide avec ( )3(T 2 (dd® ;)P T~ (dd® )P); cette
Z

inegrale converge vers ( )3(T ~ (dd® )P T ~ (dd® )P) par application

du treoeme de la convergence monotone. D'autre part, puisque la fonction
Ug(ry(r ') estcontinuea support compact et la suite TAdd°( )/ (dd™" )P *
gonverge faiblement versT ~ dd®( )~ (dd® )P *, on en ceduit que linegrale
(r ")TAdE(  )SA (dd™ )P I converge vers linegrale
ZB(r)
(r ")TAd( )SA (dd™ )P L
B(r)
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Proposition 2.9  Soient un ouvert borre de C", T un courant positif ferme
de dimensionp  1; u etv 2 psh(p, ; continues sur . On suppose que :
z!i% u(z) = Zlim@ v(z)=0 etque T (dd°u)P +(dd°v)P < 1 ;
Alors pourtouts 1,0 j pona:
z z o
( u)ST A (dd®u) ~ (dd°v)P ! Dis  ( u)STA (dd°u)P
z p_i
( V)ST ™ (dd°v)P

(s+j)p j)

AvecDjs =s s 1T sis>letDji=expf(1+j)p j)o

Demopstration.  On reprend la cemonstration de [Ce-Pe], on montre d'abord

que: T~ (dd(u+v))P<1:Eneet:soient = T (dd°(u+ v))P, avec
1< < 2telsque fu= v g=0.Dapes le tteoeme 2.6, on a :
4
() = T/ (dd°(u + v))P
Z
= T A (dd(u + V)P + T A (dd(u + V)P
f i —usp +vg Zf 1+ v<u +vg

(F_)p TA@EUP+(L+ ) TA (ddV)P
Z
P TA (dCu)P + (ddv)P < +1

En appliquant le lemme peedent au courant R = T ~ (dd°v)!, on a :

z
rRu; (( V)P) = ( V)°R” (dd°u)?
zZBC ")
+ (" uRA (dd°( v)3)~ (ddu)P I !
B( ")
De plus, on a :
z
0 ru (( V) supry= g ( V(2))° 7 R (ddu)P

SUPfy- »g ( V(2)° . T A (ddu)P 1~ (dd°v)]
SUPpy= +g ( V(2))° T (dd°(u+ V)P
D'apes I'hypottese sur u et v et IeZIemme, on en ceduit alors,
0=1lim ru - (( \Q") = ( V)°T ~ (ddv)! ~ (ddu)P !
+  ( WT A (dd( v)3)~ (dd°u)P T 1~ (dd°v)
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Par application de l'iregalie de Helder, on obtient

( V)ST A (dd°v) ~ (ddCu)P |
Z

udd®( v)$A T~ (ddv) A (ddCu)P 1t
Z

s(s 1) u( Vv)® 2T A (ddv) ~ (ddu)P | 1A dva dov
Z

=+

s (u)( Vv)S T (ddCv)i*t A (ddCu)P 1t
VA

s (u)( V) T2 (dd°v)*t A (ddCu)P T !
Z 1
s ( u)STA (ddv)!*t A (ddCu)P Tt °
Z s 1
s ( V)STA(ddv)*t A (ddu)P 1 1 °

En prenant le logarithme, on obtient :
Xj  5Xa t gyp j 1tlogs; Y Syt ixp j a+logsiai:
z
x; =log . ( u)ST A (dd°u)) ~ (ddv)P

yj =log ( Vv)STA (dd°v) ~ (ddu)P !

Le reste de la cemonstration est eduita un probeme de esolution d'un
syseme lireaire (cf.[Ce-Pe]).

3 Convergence par rapport a Cr et operateur de monge-amp  ere

Dans cette partie nous introduisons la notion de la convergence par rapporta
la capacie Cr. Comme application nous gereralisons des esultats de [Be-Ta]
et de [Xi] sur l'operateur de Monge-Amgere.

Definition 3.1  Soient T un courant positif ferme de dimension p 1 sur un
ouvert deC" etE . On dit que u; converge versu par rapporta Ct sur
E si pour tout > 0, o0na:

_Iiml Cr z2E; jui(z) u@j> ; =0
v

Th eor eme 3.2
Soient (u;); une suite de fonctions psh localement uniformement borres et
u2psh() \ LE.() ;ona:

a) Siu; converge versu par rapporta Cr sur chaquekE , alors le courant
T~ (dd°u; )P converge au sens des courants vers”~ (dd°u)P:
b) Supposons qu'il existeE tel que8j; uj = usur nE et que les suites
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uT ” (dd®u;j )P; u; T/ (dd°u)P et u; T~ (dd°u; )P convergent au sens des courants
versuT » (dd°u)P alors u; converge versu par rapporta Cr sur E.

Remarques.
1) SiT =1 ou T = dd%zj?, on retrouve un esultat de Xing (cf.[Xi]).

2) a) constitue encore une gereralisation d'un esultat de [Be-Ta], dans le cas
al la suite (u;); est cecroissante versu. En e et on montre dans ce cas (cf
treoeme2.4) que u; converge versu par rapporta la capacie Cr.

3) Dans b), si on suppose de plus quei  u; 8 (en particulier si u; " u),
on peut conclure sans utiliser la convergence faible des suite§ * (dd°u; )P et
u; T~ (dd°y; )P: Dans la demonstration de b), on peut en e et utiliser l'iregalie
dd°(u u;) dd°uvala place dedd®(u; u) dd®(u+ up):

Demonstration.  On proede comme dans [Xi].
a): On raisonne par ecurrence sur I'entier p. Le casp = 1 se ceduit si on
montre que u; T converge faiblement versuT:

Soit' 2Dpp() ; supp 1 , alors :
Z Z
(T uT)n! C juy utT~?®

Z 1

= C jup TN P
Zuj uj 9\ 1

+ C ju Ut~ P
fiup up> g\ s z

C kTk , + Cku;  ukg TN P

fiuj uj> g\ 1
C kTk , + MCt z2 4; juj(z) u(2)j>

Comme est arbitraire, M est incependante dej et u; converge versu par
rapporta la capacie Ct sur 1, on a donc le esultat pour p = 1. On suppose
que T ~ (dd°u;j)® converge faiblement versT ~ (dd°u)®(s < p); et montrons que
u; T ” (dd°u;j )® converge faiblement versuT * (dd®u)®.
Pour tout " > 0; il existe d'apes le treoeme2.5 un ouvert O tel queC+(O; ) <
“"u= + @ estcontinuesur et =0sur nO.
u T (dd°uj)®  uT » (dd°u)® (up  WTA (dd°u;)®

T~ (ddy;)s T2 (ddu)®

T~ (ddu;)® T2 (ddu)®
D+@)+@O)

I+ + 1

(3) tend faiblement vers 0 par I'hypottese de ecurrence et le fait que est
continue.
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Pour (1); soit' 2Dy sp s() ; supp 1 ; alors :
Z Z
(U W)T A (ddy;)° ™" C ju  uT~ (ddy;)®~ (ddjzj?)P °
Z 1
C juy uTA dd(u; +jzj?) "
Z 1
=C u uiT A dd(u; + jz?) P
ij uj uj> g\ 1
+C U uTA dd(uj + jzj?) °
Z fiy ui 9
A TA dd(u; +jzj?) P+ M kTk |

fup ujp> g\ 1
AiCr z2 4jy(z) u(z)j> + MKTK ,

Comme u; est une suite localement uniformement borree, A; et M ne
ependent pas dej, on a (1) converge faiblement vers 0.
On raisonne de méme pour (2)on a :

z z
T A (dd°uj)s~ P S B TA dd(u; + jzj?) °
1\0 1\0
B1Cr(O;)  "Bi

VA
De méme : T A (ddu)s~ P 3 B,
\0
b) Soient © un ouvert tel que E 0 , W2 psh( ;[0;1]) et > O:
D'apes Stokes et l'iregalie de Cauchy-Shawrz, on obtient :
VA
T/ (dd°w)P
fig uj> g
L (U uwPT A (ddw)P
Z 0
= 2 TAdy u)?AdwA (ddw)P
ZO

(N

Ay TAd(y  u)?~d(yp u)? A (ddw)P !
0
Z

[N

2A1A, 0T Ad(yp o u) A dS(yp u) A (ddw)P !

R
alonapoe A; = & TAdw” dw” (ddw)? ! < 1 (cf.[C.L.N]) et
A, = kUj uk; < 1:
En appliquant encore (p 1) fois la formule de Stokes, l'iregalie de Cauchy-
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Schwarz et en utilisant l'iregalie dd°(u; u)  dd®(u; + u); on trouve :
z

TAd  u)Ad(u  u)” (ddw)P 1
Z

= TAd(y  u)”dwA dd(u;  u) A (ddw)P 2
0
z

1
2

B TAdy  u)~Ad(up u) A ddi(u; + u) A (ddw)P 2
0

z .
By  TAdu uAd(u uwA ddi(u+u) Pt T
Z ° X 1 1
B, TAdU  uwAd(u  u)r (ddeu)P K 1A (ddeuyk T
0 k=0
Z 9( 1 1
= B, (U WTA ey ddu)”r (ddy;)P ¥ 1A (ddu)k T
7 0 k=0 .

= B, (uj u) TA(dd°y;)?P T~ (ddu)?

0
a la constante B, est incependante dej et de w. Commeu = u; sur °nE
et uT ~ (dd®uj)P; u; T~ (dd°u)P; 4 T~ (ddu; )P converge vers la méme limite
uT ”~ (dd®u)P; on obtient : -.”Tl (i u) (T~ (dd°y;)? T~ (dd°u)P) =0
j!

0
Il en esulte que : Cr(ju; uj>; )=0
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