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0 Einleitung

Programmiersprachen sind kiinstliche (formale) Sprachen, die der Kommmunika-
tion zwischen Mensch und Maschine dienen. Kiinstliche Sprachen wurden in der
Mathematik und Philosophie bereits Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt, um
Aussagen und Schlufifolgerungen formal beschreiben und analysieren zu kénnen.
Im Kapitel iiber Algorithmen haben wir bereits verschiedene Moglichkeiten ken-
nengelernt, Algorithmen zu formulieren. Es ist auch klar geworden, dafl die
dort verwendeten sprachlichen Formulierungen stark von der zugrunde liegen-
den “Maschine” abhingen. Wenn Sie etwa ein Registermaschinenprogramm zur
Formulierung eines Algorithmus entworfen haben, dann 148t sich dieses Pro-
gramm zwar auf einer Registermaschine aber nicht unmittelbar auf einer Tu-
ringmaschine ausfiihren. Dies liegt daran, daf§ die Speicherkonzepte (Register vs.
Band) und die Basisfihigkeiten dieser Maschinen unterschiedlich sind und daher
auch die Befehlsvorriite verschieden sind. Auch die Strukturen realer Rechner sind

155



156 E. Fehr: Mathematische As e te er r rammiers rache

uneinheitlich, dennoch ist es zur Formulierung von Algorithmen wiinschenswert,
sich maschinenunabhéngig ausdriicken zu kénnen und moglichst dem en  en
intuitiv verstidndliche sprachliche Formulierungen verwenden zu kénnen. Mit der
Entwicklung hdéherer Programmiersprachen wurde diesen Wiinschen Rechnung
getragen. Ein immer noch lebendiger weig der Informatik beschéftigt sich mit
der Konstruktion von ~ erset ern, das sind Programme, die zu gegebenen realen
Maschinen aus einem hoheren Programm ein ausfiithrbares Maschinenprogramm
erzeugen. Dazu gehdren natiirlich formale Beschreibungsmittel sowohl fiir die
S nta (grammatikalische Struktur) als auch fiir die Semantik (Bedeutung) von
Programmiersprachen.

ormale nta

Der amerikanische Linguist oam homsky hat im Jahre 1959 eine allgemeine
Form zur syntaktischen Definition formaler Sprachen vorgestellt

e nition ine Grammatik  fiir eine Sprache  esteht aus einem ier
tupel
( )

mit folgen en igenschaften

ist eine en liche nichtleere enge on eichen en ichtterminal-
symbolen (auch s ntaktische aria len genannt)

1st eine en liche enge on eichen en Terminalsymbolen o e
un s unkt sin h

ist eine en liche enge on Produktionen as sin Paare er orm

oelqilt un  sin orter aus ichtterminal un  erminal

s molen h ( ) o0 ei min estens ein erminals m ol
enthalten mu

ist ein  lement aus  un hei t Starts m ol

un a8t sich eine formale Sprache syntaktisch durch eine Grammatik
( ) festlegen, indem man vereinbart alle aus  mittels  ableitbaren
Worter, die nur aus ichtterminalsymbolen bestehen, gehéren zu  und sonst
keine.
Dabei 148t sich der Ableitungsbegri wie folgt prézisieren

e nition Sei ( ) eine rammatik sei  ein  ort aus
ichtterminal un  erminals m olen  h ( ) un sei eine
Pro uktion aus enn als eil ortin orkommt  h mit
( ) ann ist in eitnem Schritt aus  ableitbar ge

schrie en tere e 1 e transiti e lle on e eichnet man mit
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h fir e orter un gilt genau ann  enn gilt o er
i einem o er mehreren Schritten aus  a leit ar ist

Die on er eugte Sprache ( ) ist die Menge aller Worter, die aus dem
Startsymbol  ableitbar sind und nur aus Terminalsymbolen bestehen, d.h.

() und

Diese allgemeine Definition von homsky ist bereits ebenso méchtig wie der Be-
gri der rekursiven Aufzihlbarkeit (vergleiche Abschnitt aus dem Kapitel iiber
Algorithmen). Es gilt nimlich folgender

Sat u eder Grammatik ist die Sprache ( ) rekursiv aufzihlbar, und
umgekehrt gibt es zu eder rekursiv aufzdhlbaren Sprache eine Grammatik
mit ().

ei iel Wir definieren die Sprache RM der Registermaschinenprogramme
(siehe Abschnitt 2.2 des Kapitels “Was kénnen Algorithmen ”) durch folgende
Grammatik

( ) mit
befehl inde zi er
01 01 9

besteht aus folgenden Produktionen
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_ Defehl

o befehl
inde

befehl 1

befehl

befehl 0
inde
inde

inde zl _er

inde zi er inde

zi er 0

zi er 1

zi er 9

emerkung Durch ein zusétzliches Terminalsymbol __ (fiir neue eile), das

von einem Drucker entsprechend interpretiert wird, 148t sich auch die zeilenwei-
se Darstellung der Registermaschinenprogramme mit der zweiten modifizierten
Produktion

erreichen. Der Leser moge sich davon iiberzeugen, da () RM gilt.

homsky ordnete e nachdem, welche Form die Produktionsregeln aufweisen, die
Grammatiken in verschiedene Klassen ein. Er unterschied die reguléren, die kon-
te tfreien und die konte tsensitiven Grammatiken.
Fiir die Synta von Programmiersprachen werden iiberwiegend konte tfreie

rammatiken verwendet, die dadurch charakterisert sind, dafi die linken Seiten
aller Produktionen eweils aus genau einem ichtterminalsymbol bestehen. Man
beachte, dal die Beispielgrammatik konte tfrei ist. Dies hat zur Folge, daf§
auch Befehle der Form 1 bzw. 1 mit ableitbar sind.
Ferner fordert man, dafl die Synta einer Programmiersprache ein eutig ist, d.h.
zu edem syntaktisch korrekten Programm e istiert genau eine Linksableitung
(das eweils am weitesten linksstehende ichtterminalsymbol wird ersetzt) oder
anders ausgedriickt die syntaktische Struktur (z.B. gegeben durch den Synta -
baum) eines Programms ist eindeutig.
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ei iel Die Grammatik ( ), wobei fiir nicht
eindeutig steht, zur Erzeugung einfacher arithmetischer Ausdriicke mit

ist ni t eindeutig, denn das Terminalwort 1 1 1 148t sich durch zwei verschie-
dene Linksableitungen gewinnen

a) 1 1 11 11 1

b) 1 11 11 1

Die syntaktischen Strukturen gemé#f} dieser Ableitungen lassen sich durch folgende
Synta bdume darstellen

Es ist o ensichtlich, dafl bei Vereinbarung der bekannten Semantik arithmetischer
Ausdriicke, der Wert der beiden Strukturen verschieden ist, nimlich a) erhélt den
Wert 1 2 und b) den Wert 2.
Mehrdeutigkeiten in konte tfreien Grammatiken von Programmiersprachen wer-
den meist durch Vereinbarung von Prioritdten vermieden. Es e istieren aber
auch inhdrent mehr eutige Sprachen, d.h. alle konte tfreien Grammatiken, die
eine solche Sprache erzeugen, sind mehrdeutig. Die Sprache
oder ist ein Beispiel fiir eine inhirent mehrdeutige Sprache. Oft wer-

den zur Synta definition von Programmiersprachen noch weitere Einschrinkun-
gen vorgenommen, um das Verfahren der Synta analyse zu vereinfachen. Die

otation der Produktionen wurde von J. Backus und P. aur noch vereinfacht
und erstmals zur syntaktischen Beschreibung der Programmiersprache
(Algorithmic Language 1960) verwendet. Diese otation, nach ihren Erfindern
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auch B F (Backus- aur-Form) genannt, zeichnet sich durch folgende Merkmale
aus

ichtterminalsymbole stehen stets in spitzen Klammern.
Der Ableitungspfeil (oft auf einer Tastatur nicht vorhanden) wird durch
das eichen ersetzt.
Gibt es mehrere rechte Seiten fiir ein ichtterminalsymbol, so werden
diese durch einen senkrechten Strich getrennt, direkt hintereinander ge-
schrieben, in einer Regel zusammengefafit.

ei iel DieSprache ( ) gegeben durch eine B F Grammatik

ep ep ep ep ep 01

Spéter wurde diese otation noch weiter vereinfacht

1. Optionale Symbole oder Wérter werden in eckige Klammern eingeschlossen.

2. Symbole oder Worter, die beliebig oft wiederholt werden kénnen, werden
in geschweifte Klammern eingeschlossen.

Als Beispiel fiir die erweiterte B F definieren wir die formale Synta des Kerns
einer typischen hoheren Programmiersprache

program begin  stat-se end
stat-se statement statement
statement var ep
if  bool-e p  then stat-se
else stat-se fi
while bool-e p  do stat-se od

Der Leser moge sich geeignete Regeln fiir arithmetische und boolesche Ausdriicke,
die aus den ichtterminalsymbolen e p bzw. bool-e p erzeugt werden,
als Ubung aufschreiben.

och anschaulicher als die erweiterte B F ist die Verwendung von Syntagdia-
grammen, z.B. die Synta diagramme fiir natiirliche ahlen lauten
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71 er

zahl

. G
7zl er =

ormale emantik

ur Formalisierung der Semantik hoherer Programmiersprachen haben sich drei
Methoden durchgesetzt

1. Die operationelle Semantik verwendet eine abstrakte Maschine und definiert

die Semantik eines Programms als schrittweise ustandsdnderung dieser
Maschine. Die operationelle Methode eignet sich besonders gut dazu, hohere
Programmiersprachen auf vorhandenen Rechnersystemen schnell verfiigbar
zu machen, indem die entsprechende abstrakte Maschine simuliert wird.

. Die enotationelle Semantik abstrahiert von der schrittweisen u-

standsdnderung einer Maschine und ordnet in statischer Weise edem Pro-
gramm die entsprechende Ein Ausgabefunktion als Semantik zu. Dies ge-
schieht induktiv iiber den Aufbau des Programms, indem eder Programm-
komponente ein geeignetes mathematisches Ob ekt als Wert zugeordnet
wird. Diese Ob ekte sind im allgemeinen diskrete Strukturen, stetige Funk-
tionen oder Funktionale h6herer Ordnung, aus denen dann die Semantik des
Programms aufgebaut wird. Der entscheidende Gedanke dabei ist, dafl Pro-
grammschleifen auf der Ebene der Semantikfunktionen durch Fi punktbil-
dung modelliert werden kénnen daher spricht man von ¢ punktsemantik

Die a iomatische etho e abstrahiert noch einen Schritt weiter. ier wer-
den keine konkreten usténde transformiert, sondern nur noch logische Aus-
sagen iiber ustédnde.

Die Wirkung eines Programms  wird durch eine méglichst schwache Vor-
bedingung ( eakest precon ition), gegeben durch eine logische Formel |
und eine moglichst starke achbedingung, gegeben durch eine weitere For-
mel | charakterisiert. Man notiert diesen usammenhang in der Klausel
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und liest

Wenn die Bedingung fiir einen Anfangszustand erfiillt ist, dann gilt nach
Ausfiihrung von  die Bedingung  fiir den Endzustand.

Die Vorgehensweise der a iomatischen Semantikspezifikation einer Pro-
grammiersprache ist nun wie folgt Jedem atomaren Bestandteil einer Spra-
che wird ein A iom, eine elementare Relation zwischen Vor- und ach-
bedingungen, zugeordnet. Jedem zusammengesetzten Programmteil wird
eine Ableitungsregel zugeordnet, mit deren ilfe sich aus den Vor- und

achbedingungen seiner Komponenten die Vor- und achbedingung die-
ses Programmteils gewinnen l48t. Diese Methode wurde von oare 069
entwickelt und eignet sich besonders gut zur Verifikation von Programmen.
Eine ausfiihrliche Behandlung der Programmuverifikation findet man in dem
Lehrbuch von Apt und Olderog Ap94 .

Da die denotationelle Semantik die Bedeutung von Programmen besonders iiber-
sichtlich und vollstindig formalisiert, soll die Semantik unserer kleinen Beispiel-
sprache aus Abschnitt 2 hier denotationell spezifiziert werden. Der Einfachheit
halber befassen wir uns hier nicht mit den Konzepten fiir die Ein- Ausgabe und
legen ein simples ustandskonzept zugrunde, in dem ein ustand ausschlieflich
durch die uordnung von Variablen zu Werten gegeben ist. Mathematisch formu-
liert
( )

wobei die Menge der Variablen und die Menge der Werte (z.B. dar-
stellbare ahlen) bezeichnet.

Angenommen, wir kennen die Bedeutung der Ausdriicke und der booleschen
Ausdriicke zu gegebenem ustand in diesem Wertebereich und bezeich-
nen den Wert eines Ausdruckes mit , dann konnen wir die Semantik der
Anweisungen induktiv als ustandstransformationen definieren

( ier bezeichnet den u-
stand, der allen Variablen aufler  den gleichen
Wert zuordnet, wie und der Variablen gera-
de den Wert des Ausdrucks zuordnet.)

falls wahr ist
falls falsch ist

while do od falls wahr ist

if then else

while do od
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Der Leser moge auch hier mit derselben Methode die Semantik der Ausdriicke
induktiv als Ubung definieren. ur denotationellen Semantik weiterer Konzepte
héherer Programmiersprachen sei auf Fe 9 verwiesen.

rundlagen der ogik Programmierung

In diesem Abschnitt soll in informeller Weise der Ubergang von der Pridikatenlo-

gik 1. Stufe iiber ornklausen zur Sprache und ihrer Auswertungsmecha-

nismen geschildert werden. Dabei soll nur der mit der Priadikatenlogik konsistente

Teil von , manchmal auch Kern- genannt, beriicksichtigt werden.
n der radi atenl gi t fe

In der Sprache erster Stufe benutzt man

Pridikatssymbole mit, Stelligkeit 0

Funktionssymbole mit, Stelligkeit 0

Konstanten

Variablen

Junktoren (nicht, und, oder, folgt, genau dann wenn)

uantoren und  (fiir alle, es gibt).

Aus Variablen, Konstanten und Funktionssymbolen werden wie iiblich erme
aufgebaut, aus eweils einem Pradikatssymbol und Termen erhélt man atomare

ormeln. Die aussagenlogischen ormeln gewinnt man durch Verwendung der
Junktoren und schliefllich erhilt man die prd ikatenlogischen ormeln durch Ab-
schlufl unter uantoren, die eweils auf eine Variable und eine Formel angewendet
werden.

emerkung dufig wird die Gleichheit als fest interpretiertes Standardpradi-
kat hinzugenommnen. [lausen sind Formeln spezieller Gestalt. Sie werden notiert
in der Form

wobei die  und  atomar sind. Eine solche Klause steht als Abkiirzung fiir

( )

oder auch
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( )

wobei  alle Variablen unfaft, die in den auftreten.
Sonderfille sind

1 ornklausen benannt nach Alfred orn, der solche Formeln 1951
in algebraischem Konte t untersucht hat.
0 Die leere lause mit der Konvention, dal  in keiner Interpre-
tation gilt.

In werden ausschliefilich ornklausen, mit 1 verwendet, wobei man

fiir den Fall 0 von akten und fiir den Fall 0 von egeln spricht. Eine
Reduktion allgemeiner Formeln erster Stufe auf Klausen leistet der folgende

Sat Fiir ede Formel erster Stufe gibt es eine Menge von Klausen, so dafl
gilt

erfiillbar erfiillbar.

Der e ei erfolgt durch Angabe eines Verfahrens zur Gewinnung von

1. Ersetze durch , analog

2. iehe nach innen, durch Ubergang von

zu

zu

zu

3. Benenne uantifizierte Variablen um, sodafl verschiedene uantoren auf
verschiedene Variablen wirken.

4. Eliminiere durch Skolemfunktionen (zuerst verwandt in einer Arbeit des
orwegers Thoralf Skolem 1920).



r ae er I r rammier 165

dee Folgende Formeln sind & uivalent

un gilt
( ) erfiillbar ( () ()) erfiillbar
Falls nicht unter auftritt, geniigt die Einfiihrung von Konstanten

( ) erfiillbar ( ) erfiillbar

5. Stelle kon unktive ormalform her.

Erge ni  Kon unktion , wobei  von der Form

ist mit atomar. Dies ist (bei Verschiedenheit der Variablen in den Blécken

) & uivalent bzgl. Erfiillbarkeit zu

() () () ()

und gemif Konvention kénnen die All uantoren bei Klausen weggelassen werden.
Entsteht auf diese Weise aus  die Formel ., so leistet

das Gewiinschte.

ni atin nd esl tin

Formale Regeln des Schlieflens sind ein uraltes Thema der Logik, und so gibt es
auch fiir die Sprache erster Stufe eine Anzahl verschiedenartiger Kalkiile, die kor-
rekt und vollstéindig sind. Das Resolutionsprinzip (formuliert von J.A. Robinson)
ist anwendbar auf Klausen und hat besondere Bedeutung dadurch, daf es einen
korrekten und vollstdndigen Kalkiil mit einer einzigen Regel begriindet und eine
vergleichsweise e ziente Implementierung automatischer Beweisfahren erlaubt.
Im folgenden schreiben wir Klausen in der Form
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und identifizieren sie eweils mit der Menge

Im aussagenlogischen all ohne aria len lautet die Resolutionsregel so Sind

und Klausen, so dal in  und in  auftritt, so darf man zur Klause
( ) ( ) iibergehen.
Die orrektheit dieser Regel ist klar Aus und folgt . Auch

die ollstin igkeit 148t sich nachweisen.
Sonderfille dieser Regel entsprechen klassischen Gesetzen der Logik

1)
entspricht der
Kettenschlufiregel

2)
entspricht dem
Modus ponens
ei iel
1)
Aus  2) folgt 4)
3)

ach dem Resolutionsprinzip wird eine Ableitung von  aus den enigen Klausen
gesucht, die den Formeln 1) ,2) ;3) und 4) entsprechen. Abbildung 1 veranschau-
licht eine solche Ableitung.
Treten in den Klausen Variablen auf, so setzt die Anwendung der Resolutionsregel
i.a. die mni kation voraus. ierbei werden Variablen durch run terme ersetzt,
d.h. durch Terme, in denen keine Variablen mehr auftreten. wei atomare For-
meln sind unt ‘er ar, wenn es eine Substitution gibt, so daf} die gem#f
entstandenen Formeln und iibereinstimmen. Man kann zeigen, daf die
isten einer solchen Substitution entscheidbar ist, und daf} in diesem Falle zu
eine allgemeinste Substitution  (most general unifier ) e ektiv be-
stimmbar ist. Das entsprechende Verfahren heifit n: kationsalgorithmus. Dabei
heifit zZu , wenn und auflerdem alle anderen Substitu-
tionen , fiir die gilt, darstellbar sind als fiir geeignetes . Die
allgemeine esolutionsregel erlaubt nun den Ubergang von zwei Klausen  und
,sodal in  und in e istieren mit fir und | zur Klause

( ) )-
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Abbildung 1

Die orrektheit der allgemeinen Regel ergibt sich wie zuvor, wenn man beriick-
sichtigt, da} die Giiltigkeit einer Klause sicherlich die Giiltigkeit von nach
sich zieht. Weniger o ensichtlich ist die ollstdn igkeit. Das Problem, das in der
Variablensubstitution steckt, lautet in anschaulicher Formulierung “Kann man
im allgemeinen eine Inkonsistenz, die in einer Menge von Allaussagen steckt,
schon anhand von Einzelbeispielen fiir diese Allaussagen nachweisen ” Eine sol-
che Reduktion ist in der Tat méglich. Dies zeigt der Sat  on  er ran (1930), der
den Schliissel zum Vollstédndigkeitssatz liefert. Eine Version dieses Satzes besagt
Eine Menge von Klausen ist nicht erfiillbar, genau dann, wenn es eine en liche
nicht erfiillbare Menge  von Klausen gibt, die aus  entsteht durch Ersetzen
der Variablen durch Grundterme, dies sind Terme, in denen keine Variable mehr
auftreten.

hstrategie n

Die erste, der im vorigen Abschnitt erwidhnten Einschrankungen, die in

bzgl. der Pridikatenlogik 1. Stufe zugunsten der E zienz vorgenommen wurde,
ist die ausschlieflliche Verwendung von ornklausen. Die Standardsituation be-
tri t den Vergleich einer Regel mit ielen (goals)

d.h. man versucht einen Beweis herzuleiten indem man die Klausen

() und



16 E. Fehr: Mathematische As e te er r rammiers rache

Abbildung 2 Beispiel einer Ableitung von

—~~
~—
—~
~
—
—~
~—
~—
—
~

zum Widerspruch fiihrt, d.h. eine Ableitung von  aus ( ) sucht. O ensichtlich
ist die Anwendung der Resolutionsregel nur iiber die Unifizierung von = mit ei-
nem der  moglich. Die Einschriankung auf Klausenpaare der Form ( ) bedeutet,
daBl man auf die Resolution von gegebenen Fakten und Regeln verzichtet. Die-
ses Verfahren nennt man lineare esolution. In nimmt man die weitere
Einschréinkung vor, dafl die Resolutionsregel der Reihe nach auf die
angewendet wird. Man spricht dann von linearer nput esolution. Selbst die Ein-
schrankung auf lineare Input-Resolution 148t noch die Wahl o en, mit welcher der
gegebenen Fakten und Regeln man ein iel resolviert. Die epth rst Strategie in
beginnt mit der ersten Klause, die eine Resolution zuléfit, und verwendet
die weiteren Klausen nur, wenn iiber ein acktrack erfahren dieses iel erneut
bewiesen werden mufl. Bei all diesen Einschrinkungen wird auf Vollsténdigkeits-
eigenschaften zugunsten von mehr E zienz verzichtet. Eine weitere gravierende
Einschrénkung in ist die Verwendung des cut perators, welcher in einer
Klause als Pridikat verwendet werden kann und ein “backtracking” iiber diese
Stelle verhindert. Dariiber hinaus gibt es in weitere S stemprd ikate, bei
deren “Beweis” die aktuelle Klausenmenge durch inzufiigen oder Streichen ei-
ner Klause modifiziert wird. ierbei handelt es sich um Sprachelemente, die zwar
eine einheitliche otation sowohl fiir Datenbankmanipulation als auch fiir logi-
sche Anfragen erlauben, die aber nicht mehr konsistent sind mit der Semantik
der Préadikatenlogik 1. Stufe. Daher wollen wir hier diese Elemente von
nicht behandeln.
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ei iel Sei folgende Klausenmenge aus einer Datenbank mit Familienein-
tragen

ei lich( melie)
ltern( melie  eronika 1 ert)

ltern(  war  eronika 1 ert)
Sch ester( ) ei lich( ) ltern( ) ltern( )

Eine Anfrage der Art “ Ist Amelie Schwester von Eduard ” lautet in
Sch ester( melie  uar )

Geméf der depth-first Strategie beantwortet der -Interpreter diese Frage
positiv nach Erstellen folgenden Beweisbaumes zur Ableitung eines Widerspru-
ches aus  und Sch ester( melie wuar ) (Pridikats-und Konstantennamen
wurden abgekiirzt)

\ \/\\///

u einer ausfiihrlichen Darstellung des Gebietes der Logik-Programmierung sei
auf das Buch von Lloyd verwiesen Ll

rundlagen der unktionalen Programmie
rung

Die mathematischen Methoden zur konstruktiven Definition von Funktionen stel-
len die Basis der funktionalen Programmierung dar. Alonzo hurch hat diese
Methoden in den 30er Jahren mit der Entwicklung des -Kalkiils formalisiert.
Die Grundidee des -Kalkiils ist die Abstraktion eines Ausdruckes nach einer
Variable, so daf eine einstellige Funktion gewonnen wird.
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el iele

Aus dem Ausdruck 3 entsteht durch Abstraktion nach die Funktion
3, die angewendet auf eine ahl | den Wert 3 ergibt.

Aus dem Ausdruck 1 entsteht durch Abstraktion nach die konstante Funk-
tion 1, die edes Argument auf den Wert 1 abbildet.

atiirlich lassen sich die Abstraktion und die Applikation beliebig tief verschach-
teln und man kann beobachten, dal durch wiederholte Abstraktion Funktionen
beliebig hoher Ordnung definierbar sind und dafl durch sukzessive Applikation
diese Ordnung wieder schrittweise reduziert werden kann.

ei iel Der Ausdruck (( ) ) definiert eine Funktion des

Typs ( ( ))-

Ferner erlaubt derselbe Mechanismus auch die Abstraktion nach Funktionsvaria-
blen.

ei iel Der Ausdruck (3) 1aBt sich als Funktion vom Typ
( ) au assen. Wendet man nun diese Funktion an, etwa auf
0 oder 1, so erhilt man wieder Ergebnisse im Bereich ~ der natiirli-

chen ahlen.

In den Ausdriicken des reinen -Kalkiils verzichtet hurch sogar auf die Verwen-
dung gegebener Ausgangsfunktionen und setzt ausschliellich eine abzihlbare,
unendliche Menge  von Variablen voraus und schlie3t die Menge der Ausdriicke
unter Applikation und Abstraktion ab

e nition ie  enge er  Ausdriicke st in ukti urch (i) is (i )
gege en

(i) e e ariale

ist ein atomarer Ausdruck ie aria le  kommt in em us ruck fre:
or eine an ere aria le kommt in  frei or

(1) enn  un us ricke sin  so ist auch
ein us ruck er e Applikation on  auf e eichnet ine aria

le  kommt genau ann in () frei or enn siein o erin  frei
orkommdt



1 r rammier 11

(i5i) enn  ein us ruck un  eine aria le ist ann ist auch

ein  us ruck er e Abstraktion on  nach e eichnet ine aria le
kommt genau ann in frei or enn in  frei orkommt un
on erschie en st

(i ) ie enge enthdilt sonst keine wus ricke

Diese einfache Synta des -Kalkiils ist gepaart mit einer zentralen Regel zur
Auswertung von -Ausdriicken, der - e uktion, die den oben bereits angedeu-
teten Mechanismus prézisiert Wenn eine Funktion, die durch Abstraktion nach
aus einem Ausdruck  gewonnen wurde, auf ein Argument angewendet wird,
so hat diese Applikation den gleichen Wert, wie der Ausdruck , in dem edes
freie Vorkommen von durch  ersetzt wurde (vorausgesetzt, dafl ein  nach
keiner Variablen abstrahiert wird, die in  frei vorkommt), d.h.

( )

wobei der Substitutionsoperator induktiv wie folgt definiert wird

falls
sonst

(i) ) )

falls

(i) ( ) sonst

Damit die -Reduktion immer anwendbar ist, wurde zur systematischen Umbe-
nennung gebundener Variablen die - on ersion eingefiihrt. Falls nicht in
vorkommt, so gilt

ei iel Der Ausdruck ( ) 1é8t sich nicht auf reduzieren, weil im
Argument die Variable frei vorkommt und im Ausdruck falschlicherweise
gebunden wiirde. Daher wenden wir auf den Ausdruck zunéchst eine

-Konversion an, z. B. und erhalten
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Vereinbart man nun, dal man die -Reduktion und die -Konversion auch auf
beliebige Teilausdriicke anwenden darf, so erhélt man den -Kalkiil. (Wir be-
zeichnen die re e ive, transitive iille von vereinigt mit durch )
Erstaunlicher Weise ist dieser simple Kalkiil bereits genauso méichtig wie die
Turingmaschinen, denn bei geeigneter Kodierung der natiirlichen ahlen in die
Menge der -Ausdriicke ist ede berechenbare Funktion darstellbar durch einen

-Ausdruck , und der Wert von auf eine ahl 148t sich durch die Anwen-
dung von -Reduktion und -Konversion “ausrechnen”.

hurch stellte die natiirlichen ahlen im -Kalkiil als -fache Iteration einer
Funktion dar

0 steht fiir 0

1 () steht fiir 1

2 ( ()) steht fiir 2

_ ( ) steht fiir
Eine Funktion heit - e nier ar, wenn es einen -Ausdruck gibt,
so daf fiir alle gilt () _gdw ()
Sat  Eine Funktion ist berechenbar, genau dann wenn sie

definierbar ist.

Der Beweis bezieht sich auf die -rekurvisen Funktionen und macht Gebrauch
von der Tatsache, dafl sowohl die Ausgangsfunktionen als auch der Rekursions-
operator selbst -definierbar sind.

ei iel Die achfolgefunktion wird durch den -Term
( (( ) )) dargestellt, denn es gilt

() ((C))) (C ())
(( ) () _ 1firall

Auf der Basis dieses einfachen Kalkiils wurden, beginnend mit der Entwicklung
von a60 , die funktionalen Programmiersprachen entwickelt. Wesentliche
ilfen fiir die Entwicklung von Programmen waren

Bereitstellung geeigneter vordefinierter Funktionen,

Ubergang zu rekursiven Gleichungssystemen,
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Einsatz e ibler Typsysteme.

Eine leicht verstindliche Einfiihrung in die funktionale Programmierung bietet
das Buch von Bird und Wadler Bi
Ein kleines Programmbeispiel zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers

in (s. Tu 6) lautet
if
( mod ) if
( mod ) otherwise
iteratur
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